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痪 学 入 言 笃 用 符 


本 书 是 根据 C。T. C。 Wall 阁 《A Geometric Introduction to 
Topology》 《1972) 一 书 译 出 的 。 此 书 是 一 本 代数 拔 外 学 的 初等 教 
瞧 ， 它 以 钦 攻 空 间 中 的 成 集 为 基 磺 ， 淖 免 使 用 单 细 形 ， 力 图 使 预 备 知 
识 演 少 到 最 低 限度 

剑 书 其 有 16 章 ， 主 要 内 容 有 ， 空 间 和 连续 歇 射 ，Abel 群 ， 连 通 
性 ， 同 伦 ， 国 的 研究 ， 担 升 和 扩张 ， 计 算 群 H’ 的 例子 ，Eilenberg 分 
高 性 判别 准则 ， 对 偶 映 射 ， 对 侦 定 理 的 证 明 ，Jordan 盟 线 定理 ， 进 
一 步 的 对 候 性 质 ， 几 何 的 积分 理论 等 。 各 章 灵 后 都 有 本 香 认 容 的 移 一 
沙发 展 的 介绍 和 文献 。 并 挑选 了 一 些 练习 和 问题 。 

本 书 可 供 数 学 专业 以 及 其 他 有 关 专 业 作 教学 用 书 和 参考 其 贞 。 
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序 言 


本 书 的 目的 旦 要 提供 一 本 的 确 透 用 于 对 大 学 生 讲 提 代 数 拓扑 
的 初等 教程 .尽管 力图 把 必要 的 预备 知识 减少 到 最 小 限度 ,但 在 三 
年 级 效 设 置 这 门 课程 未 必 合适 

我 拔 脱 了 这 门 学 科 现 有 的 许多 处 弄 方 法 ， 主 要 有 两 个 方面 ， 
一 是 我 没有 以 一 般 拓 扑 学 教程 为 前 提 ， 而 只 是 在 Euclid 空 间 中 的 
点 集 上 未 阐述 。 其 好 处 是 无 需 许 多 定义 即 可 举 出 饰 说 性 的 例子 ， 
而 且 所 用 的 点 集 的 很 多 特殊 性 质 〈 可 度量 性， 特别 是 正 闪 性 和 
JHausdorff 性 质 ) 吉 不 必 分 别 讨 论 了 。 二 是 放免 使 用 单纯 形 ， 我 
确信 。 梁 用 单纯 复合 形 的 同济 论 的 通常 定义 会 写成 一 本 不 名 理想 
的 引 论 才 程 ， 因 为 在 能 够 证 明 拓扑 不 变性 之 前 ， 必 须 有 一 个 兄长 
的 发 展 过 程 ， 我 只 杂 用 了 那些 不 证 自明 的 拓扑 不 变性 概念 :并且 
有 效 地 运用 了 HH? 和 昌 ! 的 Cech 定 义 以 及 有 6 的 青 算 定义 

所 脱 单 统 复 含 形 使 我 们 回 到 研究 一 般 点 集 的 者 传 统 。 处 理 方 
法 是 双重 的 ;首先 引 进 儿 何 观念 ， 然 后 箱 用 代 获 学 逐步 把 它 造 上 
一 种 机 多 。 虽 然 本 蔬 不 是 把 范畴 和 函 子 形 式 地 定义 出 未 ， 但 在 每 
一 阶段 都 强调 了 阴 子 的 性 质 。 

本 书 的 高 峰 ， 是 平面 上 的 Alexander 对 个 定理 的 证 明 ， 它 把 
Yordan 曲 线 定理 作为 特殊 情况 包括 在 内 ， 整 个 第 一 部 分 对 此 并 非 
都 是 必要 的 。 特 别 是 我 们 虽然 用 了 第 7 章 中 的 一 些 结果 ， 而 其 证 
贡 〈( 比 囊 中 大 部 分 内 容 都 更 难 些 ) 在 初 读 时 可 以 咯 去 。 后 面 的 一 
世 章 节 落 本 上 尽力 强调 拓 梓 观 念 与 纯 数 学 的 其 它 分 支 的 关系 。 

在 等 合 提 供 一 个 克 突 但 又 不 过 分 快 的 搬 述 ， 两 且 至 少 获得 一 
个 丙 正 有 价值 的 结果 前 提 下 ， 我 把 本 书 的 篇 己 尽 可 能 地 缩短 ， 正 


1. 


是 这 个 缘故 ， 本 书 完全 不 写 基本 群 、 它 应 该 是 本 书 一 个 姐妹 篇 的 
合适 的 主题 ， 但 这 个 题材 是 如 此 之 大 ， 以 致 本 身 就 朝 要 写成 一 北 
本 书 ， 才能 合 学 生 让 正 有 机 会 学 到 这 方面 若干 有 价值 的 直 西 

各 章 之 末 都 有 简短 的 一 节 说 明 本 章 的 内 容 如 何 可 以 进一步 发 
尾 ， 并 附 有 对 此 发 展 的 参考 文献 。 还 挑选 了 一 在 练习 和 问题 ， 那 
些 打 星 号 的 要 用 到 本 书 未 曾 包 括 的 内 容 。 

本 节 出 自作 者 在 剑桥 和 利 物 泣 于 1963 一 1967 年 的 赦 学 讲义 . 
晤 谢 Frank Adarms 对 本 书 的 评论 ， 它 实际 上 改善 了 第 王 和 第 下 
部 分 的 饼 述 方式 。 


英格兰 ， 利 移 滑 
1972。1 。 
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第 0 章 记号 和 前 提 


数 
我 们 假定 〔 读 者) 熟悉 全 体 实数 R 的 标准 性 质 ， 特 别 是 R 的 
每 个 有 界 子 集 扩 有 一 个 最 小 上 界 ， 或 上 确 界 supX ， 和 一 个 易 大 
下 界 ,或 下 确 界 infX ,Euclid 空间 有 "以 +n 个 实数 的 序列 ，x= (x1, 
…，x,) 作 为 它 的 点 ， 倪 如 原点 是 9 = 《9 ，…，09》。x， 称 只 ， 
点 x 的 华 标 ,两 个 这 样 的 点 之 间 的 降 离 ”由 Pythagoras) 公式 . 
dx’) = /Ute TKe x )? 
确定 ， 它 满足 “三 角 不 等 式 ” . 
d’xy Xx) td(x’ ,xX") d(x, x”) 
全 体 复数 C 可 看 作 在 R? 中 赋予 了 补充 的 乘法 结构 
(xD Xa) Fis Y2) = KF1 一 Xay3， Nis + XY1) 。 
通常 我 们 将 《9 ，1》 记 作 i,， 将 (xi xz) 记 作 x1i+ixs， 并 常用 
2z 表示 复数 ，z= xi+ ixs 的 一 些 标 准 函 数 是 
实 部 Re z=x， 
不 部 Tm z=xay 
模 网 = wxietxaz =d(z,0), 


旺角 arg x=9， 以 
0<0<2x, sing=x2/ |z|. cos0 =x1/|z| 
表示 8 的 特性 。 

全 体 整数 的 集合 - 正 的 、 负 的 和 等 一 攻 Z 表 示 . 
集合 " 

通常 用 一 个 大 写字 母 ， 例 如 XX， 表 示 集 合 。 把 X 的 成 员 x ， 
记 作 xE XX。 如 果 X 是 由 具有 性 质 P(x) 的 “事物 ”x 所 确定 的 集 
合 ， 记 作 

X= ix:P(x)}, 
我 们 沿用 习惯 的 集合 论 符号 假定 读者 已 熟悉 它们 ) ， 即 

XUY= {x;xEXX 或 xEY 或 同时 属于 二 者 }， 称 为 X 和 Y 的 
并 ， 

XNY = fx:xE X 和 xEY}， 称 为 X 和 Y 的 奖 ， 

XX Y= {xEX; x 不 属于 Y)， 称 为 Y 在 XX 中 的 佘 代 ， 以 及 

YcX， 如 果 了 的 所 有 成 员 都 属于 X ， 即 了 包含 在 X 内 。 

和 和 了 称 为 不 相交 的 ， 如 果 它 们 的 交 是 容 集 入 ， 即 其 中 没有 
元 素 。 当 XX 是 不 言 自明 时 ,我 们 简单 地 把 -了 Y 记 做 Y 的 余 集 
《对 于 子 集 Y CX) ， 

对 于 某 些 特殊 的 集合 ， 有 标准 的 记号 。 对 于 实数 的 区 间 ， 如 
采 a -b， 我 们 记 

Ta,b] = {x€ 及 :0<x<sbj， 

ja bt = {xC Ria<x<.b}, 

[op =- {xC Ria<x<b}， 等 等 。 
特别 地 ， 把 标准 间 记 作 工 =[0,1]， 

R*=R-{0}={xCR:xk0}, 

R,=[L0,col = fx 及 xz0}， 


RY .:10,c0F=R°NR,. 
- 征 高 维 的 情况 ， 记 
DD =ixR" :d(x,0) 志 1} ， 称 为 单位 . 曾 委 (或 实心 
球 ) ， . 
"1 = {XxE R":d(x,0)=1}， 称 为 单位 球面 以及， 对 于 任 
意 xE R',rER* , 记 
U(x,r) =iIE BR" d(x, y) <r). 
一 般 ，R" 的 一 个 子 集 称 为 有 界 的 ,部 果 它 可 以 包含 在 某 个 U(x,7) 
中 。 
最 后 ， 对 于 任意 两 个 集合 X 和 YY ， 有 (Descartes) 乘 积 
XXY={(x, :xEX, YEY)}. 
不 要 把 这 个 记号 同 {x, 2} 混 浅 起 来 ， 后 者 表示 由 两 个 元 素 和 2? 
构成 的 集合 。 


映射 
给 定 两 个 集合 和 和 了 Y ， 有 从 和 到 了 的 一 个 映射 了 ， 使 得 和 的 每 
个 元 素 x 与 一 个 完全 确定 的 元 素 fx) EY 相对 应 。 我 们 用 f:X 一 了 
表示 了 是 从 有 到 Y 了 的 映射 。 我 们 并 不 坚持 任何 特殊 的 逻辑 体系 ， 
仅仅 强调 一 点 ， 即 使 了 是 Z 的 子 集 ,也 不 认为 了 是 从 XX 到 2Z 的 贞 
射 (尽管 它 也 确定 一 个 映射 》， 映射 的 概念 把 集合 XX 和 Y 包括 进 
来 作为 其 构成 部 分 ，X 称 为 f 的 定义 域 ，Y 称 为 取 值 范 园 ， 如 果 
1 是 用 x 的 某 个 式 子 1x) 定 义 的 ， 可 把 它 记 作 
XI 一 > 了 (X)3 
无 2) 称 为 x 在 了 下 的 象 。 
如 果 f :XY 和 8 3Y 一 Z。 含 成 映 壬 
"了 《或 简写 作 g1):X 一 Z 
的 定义 为 


(ge 万 (x) = gCf (x)). 
如 果 4cX 是 一 个 子 集 ， 包 念 吃 射 让 :4 一 的 定义 为 ， 对 于 - 
所 有 的 ec A，ia) =4。 主 与 了 ;X-Y 的 合成 表示 为 
媳 4:4-Y， 
并 称 它 为 了 在 么 二 的 限制 ， 而 了 称 为 中 4 的 扩张 ， 包 含 映射 的 一 
个 极 明显 的 例子 是 异同 映 外 1x:X 一 X， 在 不 会 发 生 泥 清 的 时 候 ， 
简单 地 用 1 表示 。f;X 一 Y 的 另 一 个 极 简 单 的 例子 是 , 选 定 yocY， 
对 于 所 有 xEX， 定 义 1(*x) = yo。 这 祥 的 映射 称 为 常 信 觅 射 ， 它 
也 可 定义 为 《唯一 的 》 映射 x->、Yo} 和 包含 频 射 Yo} 一 Y 的 合 
成 ,用 《对 于 任 党 X,Y》 
PXXY—X, peXxY=Y 
缮 示 疫 昧 映 庄 ， 其 定义 分 别 为 Pi(xo ?) = x。pa(x 2) = 了。 
映 映 了:X 一 Y 是 遇 对 ' ， 如 果 尺 的 不 相同 的 元 素 有 不 相 加 
的 象 ， 即 如 果 
fx) =fx' ) 理 涵 x=x’。 
映射 了 :X 一 Y 是 到 上 映射 2 ， 如 果 对 于 每 个 yYEY， 存 在 xE X 使 
得 f(x) = 25 既是 内 射 又 是 到 上 映射 的 映射 称 为 双 身 
如 果 /:X 一 Y 和 g:Y 一 X 使 得 gof = 1x， 则 1 是 内 射 ，8 是 到 上 
跌 射 ， 相 反 ， 记 谓 选择 公理 是 说 ， 如 梁 & 是 到 上 映射 ， 则 存在 映 
射 了 使得 gcf = lz。 而且 8 是 双 射 当 且 仅 当 了 是 双 射 这 等 价 于 
f8= ly。 注 意 ， 如 果 g*f 是 到 上 映射 ， 则 8 也 是 到 上 英 射 ， 姓 
果 g"f 是 内 射 ， 则 了 也 是 内 射 、 
不 同 的 集合 闻 欧 映射 图 称 为 交 澳 图 ， 4 一 2 一 


gy 
如 果 图 中 任意 给 定 的 一 “对 集合 间 的 合 减 [一 人 
映射 都 是 相等 的 一 -例如 ， 对 于 器 iD 


《1) 汐 射 亦 称 单 映射 一 - 译 者 注 。《3 ， 尖 上 映射 冰 称 席 映 身 一 去 者 注 、 


人 


就 意味 着 fr>p= gter=s， 以 及 (因而 ) sep=teg。 

最 后 是 两 个 记号 ， 它 们 并 不 〈 象 上 面 所 有 的 那样 ) 十 分 标 
淮 。 给 定 集合 X 和 Y， 把 X 一 了 的 所 有 了 映射 的 集 食 记 作 Man(X， 
Y) 〈 它 是 一 个 集合 ， 这 是 集 人 台 论 的 公理 》 。 其 次 ， 给 定 映射 : 
和 一 了 和 YY 的 子 集 己 ， 定 义 

1 (B= {xE Xf(x) EB}. 
通常 把 它 写作 六 1(8)， 但 这 个 记号 给 趾 身 带 来 混乱 :我们 的 记号 
是 按 Porteous 的 意见 (Topological Geometry,，North Holland) 
击 采用 的 。 如果 4 是 和 的 子 集 ， 与 通常 一 样 ， 记 
1A)={f(a) ac A}, 


等 价 关 系 

我 们 经 常 需要 描述 集 台 和 的 -- 个 分 解 ， 即 把 X 分 成 一 系列 子 
集 {X。}， 其 中 任何 两 个 子 集 都 没有 公共 的 元 素 ， 即 它们 是 分 离 
子 集 。 两 个 元 素 x， x' 称 为 等 价 的 , 如果 它 们 同属 于 一 个 子 集 X,， 
并 把 这 记 作 x~x’。 则 一 有 三 条 性 质 ， 

自 反 的 x~x《 这 就 是 说 每 个 xE XX 都 在 某 个 XX. 中 ) 。 

对 称 的 x 一 ? 草 涵 ?一 x。 

传递 的 xy 和 ?一 z 莉 诅 x 一 z。 

反之 ,如 果 一 有 这 些 人 性质 , 它 就 称 为 一 个 等 从 关系 ， 而 上 述 X 
所 分 解 成 的 分 离子 集 称 为 等 价 类 ， 


第 1 章 空间 和 连续 上 映 射 


导言 

在 这 一 章 内 ， 我 们 尽 可 能 以 朴实 的 观点 给 出 本 书 其 他 部 分 所 
需要 的 分 析 拓 扑 的 内 容 。 因 而 只 讨论 ER" 的 子 空间 ， 虽 然 许多 读 
者 可 能 己 经 接触 过 较 一 般 的 “拓扑 空间 ? 的 定义 。 


连续 性 

拓扑 学 是 从 玉 何 上 研究 连续 性 。 当 然 ， 这 可 以 公理 化 地 进 
行 ， 不 过 最 重要 和 最 有 趣 的 问题 是 从 对 Euclid 空间 R* 的 子 集 的 
研究 而 引起 的 。 我 们 将 简 咯 地 用 空间 . ~- 词 表示 某 个 Euctid 空间 的 
一 个 子 集 . 

如 果 X 和 Y 是 空间 ，f:X 一 Y 是 函数 , 回忆 一 下 分 析 中 所 说 ， 
所 谓 了 在 点 xEX 连续 ， 是 指 如 果 给 定 任 辣 正 实数 2， 可 以 选取 
正 实 数 @ ， 使 得 若 x' EX 和 d(xx')<o， 则 d(f(x) ,f(x ))<e。 
如 果 了 在 XX 的 鲜 个 点 处 都 连续 ， 则 称 了 为 连续 瑞 射 。 . 

这 个 定义 用 起 来 实际 上 有 点 麻烦 ， 而 用 下 面 所 给 的 连续 注 的 
一 些 性 质 去 进行 论证 ， 通 常 更 方便 些 。 第 一 条 性 质 从 定义 就 可 以 
立刻 得 到 。 

C1 设 f ;XY 连续 ， 又 设 X' 忆 X 和 Y’ CY 满足 1(X’) 

人 由 3 一 各 示 了 的 区 侧 ， 帧 也 起 进 续 的 。 

条 性 质 更 重要 。 
C2 如 果 f :XY 和 8 :Y 一 Z 部 连续 ， 则 g*f:X 一 2 连续 ， 
证 明 ” 设 xEX。 我 们 要 证 明 gof 在 x 处 连续 。 设 s>0, 因 因为 
。 6 ， 


8 存 fx) 处 连续 ， 故 可 以 找到 >>0 使 得 对 于 ?EY 和 d(3,f(x)》 
<9， 有 
d(g(y), g(f(x))) <e, 
又 因为 了 在 x 处 连续 ， 帮 又 可 以 投 到 5>0， 合 得 对 于 xE 开 和 
dlxs%x’)<0， 有 
dfx’ ) ,f(x)) < 
因而 ， 由 上 述 〈 命 y= fx )) 
dg(x))， BCx)))<e。 
C 3 如果 XCY， 则 包含 喘 射 XY 基 选 续 的 ， 
这 是 显然 的 ， 取 6=e。 
由 此 ， 取 值 范围 与 映射 是 次 连续 的 问题 无 关 : 如 果 XX 一 
Y“， 昌 Y"CY《〈 用 包含 映射 1 》 ， 负 根据 C1，tief 连续 蕴涵 了 过 
续 , 而 根据 C2 和 C 3 ，f 连续 蕴涵 ioj 连 续 。 所 以 如 末 YCR”， 
只 要 容 明 了 是否 确定 从 铸 到 "的 连续 映 庙 就 足够 了 。 
设 1:X->R"。 则 由 
f(x) = (fx), ~, f(x)) (xEX), 
定义 了 分 量 上 映射 帮 :XX 一 R11Sm)。 
C4 对 于 人 xX 一 R", 了 连续 当 月 仅 当 所 有 分 最 映 壬 1; :X 一 
RE 出 和 
证 明 如 果 了 连续 ， 则 对 于 给 定 的 xE 刁 和 。>0， 如 定义 中 
那样 选取 9. 今 
Hx), tp /Eade (xf ?六 
Pd (x), fi(x’)), 
故 如 果 d(x;x’)<6， 甸 


dlfilx), fi(x’)) <e, 
反之 ， 如 果 每 个 声 都 连续 , 选取 6 >0, 使 得 车 4(%,x')<60,， 就 有 


sa。 7 。 


df Cx) ,fi (x )) LE/ Mm. 
现在 如 果 d(x,x’) <0=min(6;)， 则 得 到 
ai， Kx'))<e。 醒 
我 们 需要 初等 分 析 的 一 些 函 数 作为 例子 。 
c 1) 绿 由 下 时 下 计 人 
贡生 法 运算 R-，BR 基 于 旨 级 。 
证) x 的 正 数 颖 给 出 连续 胸 遇 xx Rt 一 RCa 人)。 


iv) 取 倒数 作为 联 壬 及 "R 是 违 忆 之 继 的 。 
Vv 规 数 ， 下 区 和 从 下 本数 R 一 孝 有 和 线 的 、 
vi) 自然 对 数 函 数 R 一 R ”是 连续 的 
读者 大 概 是 熟悉 这 些 例子 的 ;这 里 不 予 证 明 、 加 
更 有 趣 的 或 许 是 去 看 看 ，C1 至 C5 如 何 蕴 涵 着 用 这 些 洱 数 构 
造 的 其 它 函数 的 连续 性。 例如 ， 如 果 f ;8g:XF-> 及 连续 , 则 f+ g， 
je 以 及 (如 果 5 在 XX 上 总 不 为 0) g-'" 也 是 连续 映射 X 一 R, 因 
为 ， 根据 C4， 以 x 一 (jx)，g(x)) 确定 的 映射 X 一 及 是 连续 
的 ; 又 根据 C5(i) 和 (i， 加 法 和 乘法 运算 是 连续 映射 及 ?一 
了 .因而 根据 C2， 运 算 跑 射 人 2 了 + 5 和 如 :一 下 仍然 连续 ,如 
果 在 上 8 总 不 为 0， 由 C1 得 到 一 个 连续 映射 X 一 R*， 又 根据 
C5(iv)， 倒 数 是 及 "> 下 是 连续 的 ， 所 以 根据 C2， 这 二 者 的 合成 
映射 7!:X 一 有 是 连续 的 。 
如 果 访 ，…， 了 ,是 连续 映射 XX 一 及 ， 则 由 归纳 法 可 得 fi 的 任 
何 多 项 式 也 是 连续 的 。 例如， 如 果 和 性 且 以 及 xi …，x 是 坐标 函 


《1) 这 里 g~! 指 1/18 一 一 评 者 注 
《2 ) “ 适 算 陕 射 ” ， 了 下文 为 “composite rapB”， 其 意思 是 本 个 喘 射 的 和 与 
积 构 成 的 映射 一 一 译 者 注 ， 


3 


数 ， 我 们 各 以 作 x; 的 任意 多 项 式 。 如 果 有 普 个 这 样 的 多 项 式 ， 周 
它们 确定 一 个 连续 映射 X 一 了 "， 如果 它 的 象 在 Y 二 及 "内 ， 则 根据 
Cl， 得 到 连续 喘 射 X 一 Y。 类 似 地 ， 但 要 更 仔细 一 些 ， 就 可 以 证 
明 更 偶 杂 调子 的 连续 性 。 现在 读者 能 够 验证 下 面 例子 中 所 给 出 药 
映射 的 连续 此 了 。 


同 压 

至 此 我 们 可 以 把 “拓扑 学 是 研究 连续 性 的 ”这 色 话 表达 得 更 
明确 些 了 。 假 设 给 定 两 个 空间 XX 和 XX 以 及 连续 映 射 J:X 一 X”， 

天 :X' 一 丸 ， 它 们 是 互 逆 的 ， 即 对 于 每 个 xEX， 有 了 (f(x)) = 
加 对 于 每 个 》EX' ,有 J('(Y)) =y。 则 了 和 天 称 为 同 肤 ， 并 称 
和 X 和 X“ 是 同 用 的 或 后 扑 等 价 的 ， 如 果 了 :X 一 Y 的 篆 是 X' 并 且 
其 限制 是 同 腑 XxX 一 X ， 出 了 叫做 柑 入 。“( 请 注意 ， 在 -~ 些 老式 的 
教科 书 中 ， 把 这 样 的 了 称 为 同 且 。 ) 

对 拓扑 学 家 来 说 ， 同 胚 的 诸 空 间 是 不 加 区 别 的 ， 它 们 全 都 有 
相同 的 拓 扩 性质， 并 且 经 常用 一 个 名 词 表 示 一 一 例 如， 同上 胚 于 
[0:1] 的 任何 室 间 都 称 做 弧 。 作 为 另 一 个 例子 ， 拓 扑 学 家 阅 不 出 
圆周 和 正方 形 的 边界 线 之 间 的 其 别 ， 二 者 帮 称 为 简单 团 陡 线 ， 
或 Jordan 胸 线 。 

例 (图 1 


人 
Si 


S1= {ce x2)5X12+X32=1i T={u x + xsl= 1 
图 1.1 


9 。 


革 逆 的 同 凸 1:S1 一 了 和 f* ;TT 一 Si 由 


Xr %, 
fs) = (Tap Tp) 


Xl1 x, 
F (xs -Fr Ze) 
给 出 . 加 
例 图 1.2 中 的 三 个 空间 是 同 胚 的 。 因 为 如 果 


有 平面 X: 圆柱 面 Xs 单 叶 双 曲面 Xs 


Ki= {Xs Ki X2SC0， 0)}, 
Ki= {Cs Xas XK tN 1 
Xs = {x1s Xa Ka)K1s tx 一 %a3 =1}. 
图 1.2 
定义 h :XL 一 XX 为 
XL 2 
h(x X22) = 【一 一 二 一， 一 一 一 一 一 一 
2 (A EE 
11 CP 
豆 loB CX? + X27) 


则 连续 。 又 下 面 的 kx/ 也 是 连续 的 ,并 且 是 ;的 道 ， 
用 (xn x2, Xx3) = (Xie™* ,Xoe”? ) 
类 似 地 ， 有 Kk; 一 XX 及 其 逆 k': 


(xu oy Xe) = KT TR, Kv TAT, 3) 


Kr Crs a x3) = KT FA) aL i x) x) 。 


了， 


然而 ， 拓 扑 学 罕 非 常 明确 地 色 . 上 而 描述 过 的 加 5! 和 空间 
D?= {Cx Xx) x1 + X21} 
区 分 开 来 ， 后 者 称 为 实心 球 或 团 盘 ， 或 胞 腔 》。 这 两 个 空间 看 
上 点 就 不 一 样 〈 见 图 1.3) 。 在 第 6 章 中 将 证 明 它 们 不 是 周年 
的 。 > 


图 1.3 


对 于 进 -- 步 的 例子 求 说 ， 乘 积 和 的 概念 是 很 有 用 的 。 如 果 XC 
R"，YCR"，XxY 定 义 为 至 "+ 中 的 点 (x，…xn+e) 的 集合 ， 
其 由 (xb xn) 确定 天 中 的 一 点 ，(xn+r yxar) 确 定 了 中 的 一 
点 .这 种 结构 的 拓扑 性 质 作 为 练习 留 给 读者 。 考察 前 面 例子 中 的 
圆柱 酒 ， 这 就 是 滋 积 Si:x 五 。 下 一 个 例子 说 明 ， 对 于 这 一 类 乘 
积 ， 瞧 一 的 思 子 分 解 六 不成立 。 


例 空间 ]0，1Cxk0，1[ 和 [0，1JxL0，1[ 是 同 有 是 
的 。 如 图 1.4 中 典 线 所 示 ， 把 每 个 正方 形 分 成 三 个 区 域 . 在 这 些 


。 JT 。 


区 域 上 分 别 定义 了 如 下 : 


| 四 1- ax 小， 3X1 + X21 


一 2xz 一 工 

fx x2) = 上 2 2xa 车 ) mh)， 
| 1 -xs3xtsc2+xa 
4 二 


六- 3x1 一 2),3x1 一 之 3。 
这 是 一 个 同 胚 ， 留 给 读者 验证 。 


例 2 x2 西 ( 复 ) 矩阵 的 群 y: 与 S3x S: 同 肛 ， 定 义 f:52x 
“51 一; 为 
{xo X1s x2, x3) (Fy1)} 
= Xo Tix Xa + ixs 
or ig) a te) 90419) C010) 
gi:Us 一 S3 x S1 为 


8 人 2) = {Gro sxa x), oo 
其 中 

Xo tix > Zoy 

Xa + iX3 = 219 

Vat iy = 202 ~ Ziz2e 
这 些 映 射 显 然 是 连续 的 ， 留 给 读者 去 验证 ， 它 们 的 值 域 正 是 前 卫 
记 导 所 表示 的 ， 以 及 它们 是 互 送 的 。 国 


邻 域 ， 开 和 集 和 闭 集 

我 们 把 连续 性 的 定义 再 并 述 一 下 ， 设 XX 是 一 空 间 ，xEX。 
x EX 的 《 开 ) 6- 邻 域 定义 为 

12 。 


Ux(x,6) = {x EX3I(xx <0}. 
如 果 不 会 发 生 混 清 ， 就 略 去 下 标 X 。 邓 于 某 个 9>0，X 的 包含 
上 (x,0) 的 任意 子 集 称 为 x 的 一 个 邻 域 ，X 的 一 个 子 集 称 为 (X 中 
的 ) 开 集 ， 如 果 它 是 自身 每 个 点 的 一 个 邻 域 。 


1.1 定理 六 和 5 了 县 容 网 ， 天 X 一 了 下 述 西 乱 是 答 估 的， 
(1) 7 在 xEX 处 迁 线 ， 
(2 ) 对 于 1(x) 在 了 中 区 任意 邻 域 N，11 (N) 是 x 的 ~ 个 煞 


下 斌 西关 册 时 你 休 的 ， 
(3 ) 了 连续 ， 
《4 ) 对 于 了 中 的 任意 开 集 了 ， 刀 (V) 在 X 中 是 开 集 。 
证 明 在 刚刚 引入 的 记号 下 ，《〈1) 的 定义 变 成 : 
-给 定 e>>0， 益 能 选择 0>>0， 使 得 
(Ux,0)) CU x),e), 
或 等 价 地 ， 
U(x,6) SHHUU CFR) ,2)) 
0 的 存在 意味 着 站 (UC(J(x),e)) 是 x 的 一 个 邻 域 ,因而 ( 2 ) 曹 涵 
(1》。 反之， 如 果 假 设 后 者 成 立 ， 则 因为 1 (x) 的 任意 邻 域 N 包 
含 某 个 IC(f(x),e)， 香 到 
TN)EI UX) ,2)), 
均 IN) 是 x 的 一 个 邻 域 , 这 就 证 明了 (1) 和 (2) 是 等 价 
的 。 
现在 假设 了 连续 ，Y 是 Y 中 的 开 集 。 为 了 证 明 (4》 成 立 ， 
必须 证 明 f"(V) 是 自身 每 个 点 的 邻 域 ， 如 果 xEf'(V)， 即 f(x) 
Gy， 我 们 知道 了 是 Kx) 的 一 个 分 域 。 因 为 《2 ) 成 立 ， 所 以 
六 (W) 是 x 的 邻 域 。 


» 13* 


为 证 明 《 4) 蕴涵 (3.》， 需 驾 一 条 引 理 。 


1.2 引 理 设 X 是 -~ 窜 间 ，xEX 和 8;>0。 则 U(x,0) 是 X 的 
证 明 我们 必须 证 明 U(x,6) 是 它 自身 每 个 点 的 邻 域 。 设 
EU (x,0) ,dX Y) <6. 人 Me =0- d(x,y) ,UY, 8) SUCx,0), 
内 为 如 果 xEUCY,e)， 据 三 角 不 等 式 ， 有 

d{x, 2) d(x y) +d(Y, 2) 
dxsy) +e =0, 
这 正如 断 任 所 要 求 ，D(x,0) 是 y 的 一 个 邻 域 。 署 

回 到 定理 的 证 明 。 候 发 《4 》 成立 ， 我 们 必须 证 明 对 于 天 中 
的 疆 一 个 x 和 8>>0， 

U=1"!(U(f(x) ,2)) 
是 x 的 一 个 邻 域 .但 UCf(x)，e) 是 开 集 ， 因 而 根据 (4) ,， 口 也 
是 开 集 ， 又 因为 UU 是 开 集 且 xEU， 所 以 U 蚌 x 克 邻 域名 

通常 都 把 开 集 的 概念 作为 拓扑 的 大 五， 现在 根据 芒 面 的 定 
义 ， 导 出 开 集 的 一 些 性 质 ， 这 些 竹 质 困 作 一 般 拓 扑 学 前 公理 基 
础 。 


1. 命题 对 于 任 襄 实 风 X， 忆 和 X 充 xX 小 左下 集 ! 更 个 还 

证 明 除了 关于 开 集 的 交 的 断 盲 外 ， 其 余部 些 部 是 定义 的 直 
接 扒 夫 . 设 0U，V 在 X 中 是 开 集 ，xEUNV，, 则 品 和 V 是 x 的 于 
个 邻 域 ; 命 0Cx,0) CU 和 U(x5,e)CV。 网 

Ulxsmin 6,e)) UNY, 

放 U NV 是 x 的 一 个 邻 域 . .因为 对 于 每 个 x<EUNV, 这 都 是 对 的 。 “ 
所 以 UNVY 是 开 储 ， 国 * 

"ld: 


例 设 XC 五 吓 整 狐 集合 Z。 对 于 每 个 整数 4 和 任意 6<1， 
4 Uzns0)， 于 是 fn} 十 Z 的 一 个 开 子 集 。 因 而 Z 的 任何 子 集 部 
是 Z 的 开 集 .一 般 地 ， 一 个 空间 称 为 离散 的 ， 如 果 它 的 所 有 子 集 
都 是 开 集 。 

因为 任意 开 集 族 的 并 是 开 集 ， 故 对 于 任意 YCX， 我 们 可 以 
考 虞 六 的 包含 在 Y 中 的 开 子 集 的 并 。 这 外 XX 的 包含 在 了 中 的 十 大 
元 子 集 ， 把 它 称 为 了 的 内 部 ， 记 作 Int(Y) 或 Intz(Y)。 因 此,Y 在 
xX 中 是 开 集 当 且 仅 当 它 与 Intx(Y) 重 合 。X 中 肥 不 是 了 的 内 部 也 
不 是 X-Y 的 内 部 的 点 集 称 为 《在 XX 中) 的 边界 ， 记 作 Frx(Y)。 

X 的 子 集 P 在 X 中 是 闭 集 ， 如 果 XY 是 开 集 。 因而 闭 集 的 
任何 性 质 都 可 以 通过 开 集 来 表述 ， 反 之 亦 然 。 例 如， 给 定 开 的 任 
意 子 集 Y ， 穿 在 XX 的 包含 Y 的 最 小 闭 子 集 ， 把 它 称 为 了 在 X 中 的 
阅 筷 , 记 作 Clx(Y)。 它 是 了 在 叉 中 的 内 部 和 过 办 的 并 。 了 在 中 
是 闭 集 当 且 仅 当 Y = Clz(Y)。 

对 于 任意 空间 XX 的 非 宅 于 集 Y 和 xEX， 记 

d(x,Y) =int{(d(x,7):7EY}, 


1.4 引 理 对 亲 x， x EX, ld(x,Y) -d(x’, YI Sd(x, 
2 ), 辕 击 d(x,Y) 是 x 的 连续 函数 . 
证 明 明 “对 于 任意 >-07 取 >EY 使 得 
G(x’ 9) d(x’ yy 二 es 
于 是 
d(xsY)<d(x,y) 
d(xsx') +d(x ,7) 
A(xsx’) rd(x’ YY) +es 
:为 这 对 任意 s 忆 0 都 成 立 ， 所 以 
\ (5. 


dexyY) SAX ,x  ) td(x’ ,Y), 
类 似 地 ， 有 
G(x’ ,YEdXs x ) +ad(x,Y), 
这 证 明了 第 一 个 断言 。 第 二 个 结论 出 诺 续 性 的 定义 直接 可 证 〔 取 
0=e). 莉 
现在 可 以 刻画 闭 包 的 特征 了 。 


1.5 引 理 设 X 是 窑 闻 ，Y 是 其 非 究 子 罕 交 ,以 和 x* EX。 
下 二 入 竺 人 的: | 
i) xEClr(y)。 
区 包 信 x 的 任 沾 开 久 部 点 了 失效， 
ii d(xyY) = 0. 
证 明 ”直接 看 它们 的 否 命题 的 等 价 性 ， 蜀 更 容易 些 : 
i)’x¢Clz(Y),MxE Intx(X ~ Y). 
芝 )′ 对 于 某 个 开 集 U，xEDCX-Y， 
dD'atx,Y) >>0。 
根据 “内 部 ”的 定义 ，(D“ 和 (ii)“ 是 等 价 的 ， 又 对 于 某 个 
了 ，(ii) /成 立 当 且 仅 当 对 于 某 个 6>0， 
Ux CX-Y, 
此 即 
dxY)>6 .图 
推论 奶 果 Y 在 X 中 是 闭 集 及 <EX-Y， 风 dx)>0。 醒 : 
在 利用 开 集 进行 论证 时 ， 下 面 的 引 理 常常 是 有 用 的 。 


1.6 引 理 如 归 x 术 安 风 ，Y xX， 则 Y 的 开罗 > 天 入 部 
站 各 ANY 的 类。 其中 A 在 中 最 开罗? 入、 

证 明 ”如果 妇 在 区 中 是 闵 集 ， 且 YEY， 则 

。 26。 


d(y,ANY)=0 蕴涵 d(3,4)=0, 
元 ?3E4， 即 YE ANY。 因 而 ANY 在 Y 中 是 闭 集 。 反 之 ， 如 果 
了 在 Y 中 是 闭 集 ， 命 4 = Clx(B) 。 则 如 果 yEA4AmY， 就 有 d(y，B》 
= 0， 又 国 为 了 在 站 中 是 闭 集 ， 故 ?7EB。 因 而 8= 4nY。 对 于 开 
集 的 这 个 结果 ， 通 过 取 余 集 即 可 得 到 。 硬 


推论 吉野 了 在 X 员 是 开 《 闭 ) 和 、 划 了 的 开 .( 妥 7 了 入 
关中 地 办 开罗 2 条， 

因为 XX 的 两 个 开 《 闭 ) 子 集 的 交 仍然 是 开 ( 闭 ) 集 . 是 

下 面 介 绍 一 个 关于 连续 性 的 判断 准则 ， 在 本 书 的 其 余部 分 要 
反复 用 到 它 。 


1.7 定理 设 XX 基 安 间 ,X 和 Xs 是 其 闭 于 从 全 得 X = XU Xay 
也 设 映 舌 1:X 一 了 的 限制 /X,Y 和 所 :Xa 一 Y 都 思绪 . 则 了 连续 。 
证 明 ”我 们 来 证 明了 在 每 -- 点 xEX 连 续 .首先 设 xE 研一 区 。 
因为 在 x 处 连续 ， 故 对 于 任意 >0, J1"(UCG(x),2)) 是 x 在 
Xi 中 的 一 个 邻 域 。 不 妨 设 它 包含 Ux.(xs6) ,根据 引 理 1.5 的 推 
论 ，d(x,X2) >0。 如 果 01 = min(6,d(x,XX2))， 网 
Ux (x,0) HUr(X,01), 
故 在 XX 中 有 x 的 一 个 邻 域 。xE Xs ~ 2 的 情况 类 似 。 
现 设 xE Xi 间 X2。 出 我 们 可 以 假定 
FU fx) ve)) EU, (x,0), 
Fa (UCF (Xx) ,2)) = Ux, (x,02) 
而 对 于 并 Ux,(x,61) UUx,(x36:),， 有 
UH) 2) Ux (xd) UU Cx 09) 
Uxr(xsmin(9.,0.)),。 将 
天 归纳 法 可 以 证 明 ， 如 果 关 是 有 限 多 个 闭 于 集 Xi (1<i<n) 的 
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并 ,相应 的 结论 仍然 成 立 。 


紧 致 性 

室 间 X 称 为 紧 致 的 ， 如 果 给 定 X 中 的 任 一 开 集 族 {D。} 使 得 
羡 = UU， 总 能 从 中 找到 有 限 子 族 0:,，…，Us,， 使 得 X=U。， 
UUUs,. 

上 上面 的 定义 是 实质 性 的 。 它 刻画 了 紧 致 空间 最 十 要 的 性 质 ， 
然而 ， 还 有 一 个 比较 简单 的 特征 。 


1-8 定理 安 册 XCR" 归 于 的 ， 当 县 公 当 宫 太 有 办 半 玉 。 
我 们 将 在 -系列 引 理 中 给 出 定理 的 证 明 。 


1.9 引 理 设 XCY， 且 筷 紧 致 。 则 X 是 了 的 闭 于 伏 。 
证 明 ”假定 7yGY，? 华 和 。 则 对 于 每 个 xEX，d(x,3)>>0。 
集合 


atx 于 ecoy) ) 对 了 xEX 
在 XX 中 是 开 集 ， 生 它们 的 并 正 是 和 (因为 每 个 xEY 都 属于 以 其 
自身 为 中 心 的 圆 般 》。 因 为 隐 紧 致 ， 故 能 找到 有 限 子 族 ， 提 字 地 
中 合 xt，…，x%s。， 它 们 的 并 也 是 于 。 因 而 对 于 任意 xEX,， 存在 
iti<i<n) 使 得 

xEDU "(xs $a,9) ). 
于 是 d(x sx;) $a ,7)， 所 以 根据 三 角 不 等 式 ， 


dsy) > Fd ， 7)> Fmind(x :3)。 
ne 


.18 。 


又 据 引 理 1,5，3 半 ClrX。 因 为 这 对 于 所 有 的 了 EX 都 成 立 ， 匣 双 
在 中 是 闭 集 看 


推论 时 殉情 的 六 4 在 中 昌国 乱 ， 必 划 仪 汝 4 是 
到 的 
因为 引 理 指 出 ， 如 果 和 是 紧 致 的 ， 则 它 在 X 中 是 闭 集 . 反 
之 ， 和 如果 4 是 闭 集 ，{Dre} 是 和 的 一 族 开 子 祭 , 且 它 们 的 并 是 A， 
则 对 于 每 个 a。 ，A4 UU, 在 和 4 中 是 闭 集 ， 因 而 在 XX 中 也 是 闭 集 ， 族 
XX- (A-U)=(X-AUU, 
在 X 中 是 开 集 。 而 且 
UX-ALUU,}=(X- AUCUU.Y 
=(X~-A)UA=X. 
因为 蛇 歼 ， 故 可 以 挑选 出 有 限 多 个 ci，…， 吃 使 得 
Xs UX- A UV}, 
然而 
A= UU,;, 


Li 


这 证 明和 4 是 紧 致 的 , 面 


定理 1.8 的 证 明 首先 假定 天 是 紧 吾 的 。 则 根据 引 理 1,9， 它 
在 R" 中 是 闭 集 。 对 于 m0， 开 于 集 族 XNUCO,m) 的 并 集 为 X 、 
因而 可 以 找到 有 限于 族 ,使 它们 的 并 集 仍 为 X。 命 它们 分 别 对 应 
于 mi，…。 mi。 如 果 N = maxtmi，…，m#), 则 XCUGO,N)， 即 
X 是 有 界 的 ， 

现在 假定 XX 是 有 界 闭 集 ， 不妨 设 XCU(0,N)， 则 X 包 含 在 
方 佐 C 中， 其 中 由 |Xi| 志 N (对 于 每 个 i) 货 定 。 而 且 X 是 C 
的 闭 子 集 。 如果 我 们 能 够 证 明 C 是 紧 致 移 ， 济 根据 上 述 推 论 ，X 
也 是 紧 致 的 。 于 是 从 下 面 的 引 理 可 以 得 到 定理 的 证 明 。 
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T.10 引 理 《Heine~Borel 定 理 ) 及" 中 的 方 体 C 是 紧 致 的 

证 吻 ”假定 UU。=C,U。, 在 C 中 是 开 集 ， 但 没有 有 限 子 族 使 
得 它们 的 并 为 C、 将 由 此 得 到 矛盾 、 

用 平行 于 C 的 界面 的 超 平面 ， 将 C 分 成 2 个 相等 的 小 方 体 。 
这 些小 方 体 中 的 一 些 C' 可 以 具有 下 列 性 质 ， 我 们 能 够 找到 有 限 
多 个 ax， …，er 使 得 C' CU。,U… UU。 然而 ,并 不 是 所 有 的 
C 7 都 具有 此 性 质 ， 否 则 所 有 这 种 UU。， 的 有 限 多 个 的 并 集 就 是 C 
了 。 因而 我 们 可 以 选择 不 具有 此 人 性质 的 C" ， 称 它 为 Cl。 

再 将 Ci 等 分 成 2' 个 小 方 体 ， 并 重复 上 述 论证 ， 归 纳 起 来 ,我 
们 可 以 得 到 一 系列 方 体 

COPDCHDDC .IC I 

使 得 对 于 每 个 + ，C ,的 一 条 楼 的 长 是 C 的 被 长 的 2 倍 ， 并 且 不 
存在 有 限 多 个 wm，…，es 使得 CcCUeU… UD:、 下 面 我 们 就 
会 看 到 这 些 方 体 相交 于 一 点 。 因 为 ， 如 果 a,、B, 分 别 是 方 体 C。 
上 第 一 个 坐 交 的 报修 值 和 报 大 值 ， 则 序列 ec, 递增 旦 有 界 ， 央 而 趋 


近 - -个 极限 ， 又 因为 +: - avri= 寺 (8. -wu)， 所 以 序列 8, 趋 近 


于 周一 个 极限 ， 不 芒 称 它 为 名 、 类 似 地 ， 对 于 其 余 的 坐标 ， 也 可 
找到 唯一 的 值 5 ， 使 得 点 P = (6&1，…，&,) 属 于 所 有 的 方 体 C, 。 

然 下 点 了 本 身 属 于 某 个 开 集 0。、 因 为 U。 是 开 集 ， 故 能 找到 
2>0 使 得 4(P,8)<e 获 涵 QEU。，。 如 果 C 的 直径 是 6，C。 的 直 答 
就 是 2-"5。 因而 ,如果 # 是 如 此 之 大 以 致 2*"0<e， 我 们 看 到 ， 
对 于 所 有 的 QE C,， 

Aa(P,Q) <2-"0<e, 

斯 以 QEU。， 从 而 C,。 CU。。 这 与 构造 C。 时 所 假定 的 性 质 矛盾 。 
这 就 证 明了 定理 、 于 
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上 面 的 证 明 提 出 了 紧 致 空间 的 特征 性 质 之 一 ， 它 们 在 包含 它 
们 的 任何 空间 中 是 闭 集 、 另 一 个 是 在 映射 下 它们 的 状态 。 


71. 定理 如 果 X 是 蜂 致 六 间 ，f:X 一 Y 是 连 统 到 上 映射 ， 
型 了 芭 汐 、 

证 明 设 器, 是 Y 的 一 族 开 子 集 ， 它 们 的 并 集 为 。 因 为 了 
连续 ， 所 以 j"(U。) 是 XX 的 开 子 集 、 面 且 对 于 任意 的 xE XX，f(x) 
EY 必 人 包 售 在 某 个 U。 中 ， 故 xE 站 (Us) ， 而 且 这 开 子 集 的 并 集 为 
X。 但 X 是 紧 玛 的 ， 所 以 能 够 选取 

X=HUD UYU UNV ), 
又 因为 1 是 到 上 映射 ，Y =U。, U… UD。。。 这 表明 Y 是 紧 致 的 。 


这 个 结果 的 下 述 推论 是 很 有 用 的 。 


推论 若 X 呈 闫 到 窟 闻 ，f:X 一 Y 是 达 续 的 双 庄 ， 则 1 其 网 
胰 。 
证明” 当 了 是 双 射 时， 它 有 逆 f!、 我 们 证 明太 是 连续 的 ， 妈 
(根据 定理 1,1》 证明 对 于 多 中 的 开 集 U，( 站 )1(U) = 了 f(D) 在 Y 
中 是 开 集 、 用 和 4 将 痪 多- 口 ， 完 全 等 价 地 ， 只 须 证 明 对 于 XX 中 的 
闭 集 4，1(4) 在 Y 中 是 妆 集 。 但 因为 X 是 紧 臻 的 以 及 A 在 了 中 
是 闭 集 。 根据 引 理 1.9 的 推论 ，4 是 紧 致 的; 又 据 定 理 1.11， 
4(A) 聚 致 ， 最 后 根据 引 理 1.9，f(4) 在 Y 中 是 妆 集 . 者 


1,12 定 理 ” 候 宕 4.B 是 "中 不 相交 的 闭 子 集 , 旦 4 紧 致 , 贡 
d(A,B)=inf{d(a,b):aE A, bE B}>O. 


证 明 考 谍 4 的 天子 集 族 人 so, 二 dc;B) ):ac 4}， 它 们 


2T 。 


的 并 集 为 4 。 因 为 生 是 紧 致 的 ， 故 可 以 找到 有 限 多 个 ae，…，@ 
E4， 使 得 它们 相应 的 开 集 的 并 为 凡 、 今 对 于 等 个 oE 4， 可 以 找 


到 i(1<i<k) 使 得 dlasq1)< 汪 dlat ,8)， 因 此 ,根据 引 理 1,4， 
ale»B) Hdl0:B)> min dle B) =0, 


从 而 得 到 d(4,8) 之 0>>0。 并 


进一步 的 发 展 
分 析 拓 扑 本 身 足 以 成 为 数学 的 一 个 分 支 ， 在 这 个 领域 中 ， 并 
不 缺乏 合适 的 读物 。 可 推荐 的 引 论 姓 的 书 有 : 
Bourbaki, N., 《Topologie GEnEraly》 , Hermann, 
Paris (分 几 部 出 版 》、 疯 译本 是 《General Topology》，Ad- 
dison-Wesley, Reading, Mass., 1966. 
Hocking, J.G.and-G,.S.Young, «Topology» , Addison- 
Wesley，Reading。Mass,，1961。 (与 本 书 的 观点 相 似 。) 
Hu。S,T, ,KBElements of General Topology», Holden-Day, 
San Francisco，1964。 《对 于 代数 拓扑 学 是 月 用 的 、) 
Kelley,]。L, 《KGeneral Topology», Van Nostrand, Princet~— 
on, 1955, 
Kelley 和 Bourbaki 的 书 是 美国 和 法 国学 派 的 典型 著作 。 


练习 和 问题 

4， 延明 模 务 数 z-> (2 给 出 一 个 过 绕 映 射 C> 民 。 

2。 证明 《4y 前 加 哪些 例子 中 拱 述 的 孙 数 都 是 连续 的 。 (5) 它们 十 
双 身 。 

3。 证 明 从 及 :中 的 狗 物 而 z=X?+y? 到 平面 z= 0 的 正 交 投影 足 闭 是。 


22 。 


六 


10, 
11, 


12。 
13。 


& ) 证 明 有 限 个 点 构成 的 空间 是 离散 的 。 
b 证 明 每 个 离散 空间 只 有 有 限 多 个 或 可 数 的 无 穷 多 个 点 、 (提示: 、 
如 果 它 是 有 界 的 。 它 就 是 有 限 多 个 的 ，] 
9g) 证 明 尽 上 的 开 区 间 ，] 0，1 Ce 10，o[ -ooycof 都 是 同 吓 的 。 
5 证明 ]0。1f,，[0，1[,， [0，1] 中 没有 两 个 是 回 胚 的 。 
提示， 首先 证 明 对 于 任意 区 间 J， 连 续 内 射 一 六 是 单调 的 。) 
c》 在 困 积 
[0, 133x50, 1[C 和 Lo, 1ExL0, 1[ 
之 间 建 立 一 个 同 趾 。 
证 明 对 于 n 之 1，R" -10} 网 胚 于 S"=: x 有 R. 
没入 (“北极 ”》 是 S" 上 学 标 为 《0，…，0，1) 的 点 ,利用 从 点 
到 平面 x++: = 0 的 投影 ， 定 义 喘 射 :5" - {N} 一 及 *， 试 用 已 点 的 从 
标 表 示 f (P》 的 众 标 ， 并 反 过 来 用  《P) 的 坐 款 表示 己 的 坐标 。 由 此 
推 证 了 是 同 古 ， 
9》 证 坟 妨 "中 前 二 次 曲 曾 
KIT tt XI Xi 1 (p+qa<n) 
辐 肘 于 S*~+ x Re=?。 
5b) 证 滞 超 "小 的 任意 的 无 心 二 次 曲面 间 县 于 RR" ~! (参阅 练习 3》。 


I 设 人 民 ? > 民 达 


A= {PE RJ(P) < 和 
B=1PE R?:f(P)<0}, 
证 明 
CIm 4c3B 和 ACInta?B. 
试 举 出 函数 ] 的 例子 ， 使 得 这 些 包含 关系 是 严格 的 ， 即 等 号 不 成 立 。 
找 出 EE: 的 两 个 周子 集 妇 ,8B, 使 得 4NMB= 名 ， 但 4(A4,B) = 0。 
证 明 。 和 如 困 妇 和 BB 是 紧 致 的 ， 则 存在 x 态 ,y 如 使 得 G(xyy) =d(A,B) 
当 妥 紧 致 ，B 是 闭 集 时 这 仍 成 立 吗 ? 
如 果 关 和 Y 非 空 ， 证 明 XX x 了 紧 致 当 且 仅 当 义 和 Y 二 者 都 紧 致 、 
设 ad -bc> 0。i 羽 恰 有 一 种 方法 把 矩阵 
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b 
(。 4) 
事 示 为 乘积 


(se so0 )(e “) 


其 中 p> 0，r> 9 。 并 推 证 空间 {(a，b，c，d) ERt:ad>be} 网 胜 平 
S: x 于 3。 
14， 证明 如 果 X= Xi U…UX。， 且 得 个 Xi 都 是 贤 致 的 ， 则 X 呈 紫 臻 的. 
15， 证 明 对 于 任意 非 空空 间 X,Y ,Z， 也 射 X->Y xZ 连 续 当 旦 仅 当 其 分 量 
夸 射 X->Y 和 XZ 者 连续， 


第 2 章 Abel 群 


导言 

虽然 本 书 的 目的 之 一 是 指出 如 何 把 拓扑 问 题 转 化 成 代数 问 
题 ， 但 我 们 并 不 需要 很 多 的 代数 知识 来 解决 这 些 问题 。 事 实 上 ， 
我 们 仅 用 到 Abel 群 ， 并 且 共 中 绝 大 多 部 分 是 自由 Abel 群 、 因 而 
这 里 所 用 到 的 代数 知识 类 似 于 向 量 空间 理论 。 在 这 一 章 中 ， 我 们 
将 概述 所 要 用 到 的 性 质 。 


定义 

一 个 Abel 群 是 一 个 集合 和 A 以 及 映射 4x A 一 4， 通 常 把 此 映 
射 表 示 为 

(a, D>a+b, 

使 得 \ 
G1 存在 元 来 6E€ 4， 对 于 所 有 aE 4，0+a=e。 
G2 对 于 每 个 4E A， 存在 (-a)€E4, (-a)+a=0. 
G3 对 于 所 有 a, b,cEA， 有 (a+b)+e=at (b+co)。 
G4 对 于 所 有 a,，bEA， 有 a+b=b+a。 

公理 G1 至 G3 定义 了 群 的 概念 、 对 我 们 来 说 ,最 重要 的 例子 
是 具有 通常 加 法 运算 的 整数 群 Z。 另 外 的 例子 是 实数 加 群 R 和 复 
数 加 群 C 、 还 要 特别 提 到 仪 有 一 个 元 素 的 平凡 群 {0}。 适 常 把 a + 
(~) 记 作 a -b， 把 a + (b+c) 记 作 a+b+c， 等 等 。 

对 于 同样 的 概念 ， 另 一 个 标准 的 记 法 是 乘法 。 其 中 基本 的 运 
算 变 成 了 
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{gsb) |—>ab, 

而 根据 公理 所 需 的 等 式 就 是 
1) la=a, 2) a la=1, 
3) (ab)c=abo) 4) ab=ba. 

在 这 种 记 渗 下 群 的 一 个 例子 是 非 零 实数 乘法 群 及 ”( 或 非 零 
复数 乘法 群 C") 。 注意， 这 里 必须 把 零 排除 在 外 ,否则 (2) 
将 不 成 立 。 对 我 们 更 重要 的 是 由 其 模 为 1 的 复数 构成 的 群 St 《其 
运算 仍 为 复数 的 普通 乘法 ) 。 留 给 读者 去 检验 这 些 例子 确实 满足 
上 述 的 公理 〈 练 习 1) . 

设 4 是 Abel 群 。 和 的 一 个 子 集 也 是 一 子 群 ， 如 果 
S1 0EB. 

S2 车 bEB， 刚 (一 b)EB， 
S3 若 a,bEB,， 则 a +bEB,. 

注意 S3 说 明和 4 中 的 加 法 限制 成 为 映射 Bx B 一 B，S1 和 52 范 涵 
着 这 个 归 制 满足 G1 和 G2。 因 为 它 也 满足 G3 和 G4， 所 上 以 B 是 ~ 个 
群 。 阅 如 ，Z 是 及 的 子 群 ， 而 这 二 者 又 都 是 C 的 子 灶 ，{0} 可 天 
作 是 每 个 群 的 子 群 。 

给 定 两 个 群 A、X, 映 射 :A 一 X 是 一 个 同 态 ， 如 果 
H1 对 于 所 有 a, bE A,pla+b) =$(a) + $(b). 
作为 一 个 练习 《练习 2) 贸 给 读者 ， 证明 对 于 所 有 的 6A，H 1 
草 添 (0) = 0 和 9( 一 a) = 一 p$(a)。 飞 然 ， 如 果 由 ;A 一 B 和 #;B 一 C 
都 是 同 态 ， 册 gd4; 4 一 C 也 是 同 态 、 把 4 一 和 的 所 有 问 态 的 集合 记 
作 Hom(4，X) 。 

双 射 的 同 态 和 4 一 X 称 为 (4 与 X 之 问 的 ) 加 的 。 同 构 在 群 论 
中 所 起 的 作用 与 同 胚 在 拓扑 学 中 起 的 作用 一样、 如 果 四 是 同 构 ， 
则 %-: 亦 然 。4 所 具有 的 任何 代数 性 质 〈 元 素 和 子 群 的 个 数 ， 子 
笑 巾 元素 的 分 布 ， 等 等 ) XX 也 全 具有 ; A 与 区 并 无 理论 上 的 区 
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别 。 例 如 ， 同 构 于 2 的 任何 群 都 时 做 无 限 循环 群 。 
如 果 2A 一 大 是 同 态 ， 我 们 定义 它 的 枝 和 象 分 别 为 
Kerb=$ (0}= 1aEA:g(a) = 0)， 
Imb= 9 4)={g(o)30EA}。 


2.1 引 理 ” 如 果 $:4 一 X 是 同 态 ， 则 Ker6 是 4 的 二 个子 群 9 
Im$ 是 X 的 一 个 于 群 、4$ 是 内 射 尚且 仅 当 Kerb 一 10}， 作 是 到 
共计 洛 有 了 当 Ing = 六。 
我 们 将 上 只 证 明 第 三 个 结论 而 把 其 余 的 留 给 读者 作 练 习 《练习 
3 ) 。 假 定 几 是 内 射 。 则 如 果 eE Ker$， 
由 (a) =0= $0), 
因为 是 内 射 ， 所 以 a=0， 即 Kerwp = 10}、 到 之 ， 设 Kerd= {0jy 
并 假定 (ay = %(b)， 则 
$a-b)=pat(-b)) = 9a) + —b) 
=$(a) - $(b) 
= 人 pa) -$a) =0. 
因为 Ker$ = {0}， 所 以 a -b=0， 叱 即 a= 5b、 这 证 明 耻 是 内 射 。 
[1 
如 果 人 :A 一 X 和 由 4 一 XX 都 是 同 态 ， 可 用 明显 的 方式 来 定义 
由 + 六 
H2 ($+$)(a)=$a) +¥(a), 
则 $ + 小 是 一 同 态 ， 因 为 
(B+$) (CQ 十 五) = bat+b) +hat+Db) 
=$(a) + Bb) + pa) + yb) 
=$(a) +wa) + $b) + yb) 
= {+P (a) + (B+ (Db), 
其 中 我 们 依次 用 到 了 H2，H1，G4， 并 再 用 一 次 H2。 
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这 样 就 赋予 集合 Hom (4,X) 一 个 加 法 映射 。 不 难 验证 这 个 映 
射 清 足 G1 到 G4， 所 以 

Hom(4,X) 本 身 是 一 个 Abel 群 ， 例如 ， 我 们 有 零 同 态 0 
€ Hom (A4,X)， 使 得 对 于 所 有 a € 4，0(a) = 0。 


直 和 
设 A,B 是 两 个 群 。 下 面 米 定义 它们 的 直 和 4 驮 B、 它 由 集合 
所 x 和 加 法 构成 ， 加 法 的 定义 是 
Ca15b1) + C02 ,ba) = (a1 + a25b1 + ba), 
我 们 来 验证 4BB 满 足 公理 G17:G4s 
G1 (0,0)+(a,b)= (0+a,0+b)= (a,b), 
Gi (~-a,s-b)+tasb)=((~a)+t+a,(—b)+b) 
= (0,0), 
‘G3 (Casb) + (C02552)) + (as,b3) 
= {at gsbit+ ba) + (qs,bs) 
= ((a1+ a2) + 3, Cb, + ba) + bs) 
= {q+ (q+ 49s) ,b+ (bz + bs)) 
= (qs bi) + (ar+ Qssbit+ ba) 
= (01,b1) + Ces, bz2) + Cas,b3) }, 
G4 (gsbi) + C025bs) = (q+ 02 sbi + bs) 
= {grt asba +b) = (92b2) + (913b1) 。 
4@B 称 为 外 直 和 ， 然 而 我 们 把 任何 与 它 同 构 的 群 都 泛称 为 
4 和 了 的 直 和 《或 积 ) 。 用 归纳 一 一 或 类 推 一 一 的 方法 ， 可 以 定 
文 任意 有 眼 多 个 (Abel) 群 的 直 和 。 
下 面 描述 涉及 直 和 的 同 态 。 这 个 结果 可 与 第 1 章 的 C4 相对 
搜 ， 
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2.2 引 理 设 4，B，X 是 “+ bel) 群 ， 又 设 映 和 由 X 一 4 申 下 
具 训 分 基 陵 射 4 X—A, fh: 8, 部 
B(x) = (Gilx) ;fu()) 对 于 忆 有 xX。 
更 9 基 网 态 浊 具 人 党 4, 积 加 二 者 趣 肿 回 共 ， 
因为 
网 (x+ 3) = 《的 :(X 十 3) ga(x 二 2) 


PX 十 由 (了 ) = CPCX) B22)) + CB CY) aly)) 
= $1) + B16Y) ,Balx) + ba) 
要 据 定 义 ， 冲 是 同 态 当 且 仅 当 对 于 所 有 x,yEX, 上 面 两 式 左边 相 - 
; 商 右 边 相 等 等 价 于 加 和 各 二 者 都 是 同 态 。 由 
这 个 引 理 可 解释 为 定义 了 一 个 双 射 
Hom(X, 4 四 8B) 兰 Hom(X,A) x Hom(X,B) 

对 于 具有 分 量 喘 射 g, 和 央 的 映射 少 赋 予 一 个 记号 是 有 意义 的 。 我 
2 它 记 作 一 个 列 矩 阵 或 〈 为 印刷 上 的 方便 ) 用 大 揪 号 代替 小 括 
和 矩阵， 于 是 


b= 人 = 《gda)。 


这 对 于 由 直 和 出 发 的 同 态 有 一 相应 的 结果 。 


2.3 引 理 ” 设 4，B，Y 是 Abel 群 对 于 任 套 网 太 % :4 一 Y， 
和 :8 一 Y， 由 
($i) (C05b) = pila) 二 名 人 b) 
定义 的 映射 (% go) :4A@B 一 了 是 周 态 ， 扩 之， 每 个 同 态 、 央 4GB 
一 7 可 以 《只 二 地 ) 展示 决 (和 加 )。 
注意 “明理 2,2 与 C4 (对 于 连续 映射 》 类 似 ， 它 对 于 非 Abel 
舍 如 同 对 Abel 群 一 样 是 成 立 的 而 且 对 于 集合 间 的 映射 也 有 相应 
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的 结果 。 但 引 理 2.3 却 只 对 .. bel 群 成 立 。 
证 明 我 们 留 给 读者 去 验证 (四 ,Vr) 是 同 态 ， 注 意 ， 必 须 用 
到 了 是 Abe. 群 这 个 事实 。 现 在 给 定 任意 周 态 划 ， 定 义 沁 和 W 分 别 
为 
a) = ya,0), 
加 (9) = (0,0). 
不 难看 出 它们 是 同 态 ， 而 且 有 
Pasb) = (a,0) + (0,b)) 
=p(a,0) + yO0,b) 
一 其 (@) 十 各 人 B) 
= (而 加) (GD 。 
所 以 %= (加 ,加 ) 也 是 同 态 ， 而 且 显 然 这 种 分 解 是 唯一 的 。 瞪 
上 而 的 记号 推广 了 通常 的 矩阵 的 记号 。 因 为 注意 到 两 个 上 喘 多 
的 会 


三 tt 4A@B 全 向) 


由 于 
Cp) {ba x= Chi pa) Ch (x) pa Cx)) 
= 人 pbx) + Wax) 
= (Wig + Ppa) Cx), 
所 以 上 述 合成 可 用 


(和 (= (hb + tba) 


给 出 。 这 在 一 种 特殊 情况 下 说 明了 通常 的 矩阵 乘法 法 则 ,现在 考 
察 映 射 
由 :和 中 Y 一 上 4 中 B， 
其 形 如 {91,62}， 其 中 由 ;XGY 一 4 以 及 和 :台所 TY 一 B。 我 们 可 以 
。30 。 


相继 记 和 = (ettyesa) 以 及 和 = (qzis022)。 奢 上 去 下 量 然 应 可 表示 
为 矩阵 

du as) . 

Qa1 2 
这 是 确定 无 疑 的 ， 因 为 如 果 

= {eayoal} :大 一 4 四 了 

和 由 = {a ga}:Y—ADB, 
则 $= (yiyta) 。 读 者 可 以 验证 通常 的 矩阵 乘法 法 则 对 这 种 情况 也. 
是 成 立 的 。 

如 果 你 分 不 清 这 些 喘 射 都 是 从 哪儿 到 哪儿 ， 那 末 这 样 来 记忆 
将 是 有 用 的 ， 抵 阵 的 列 对 应 着 定义 域 的 直 加 项 X s*Y， 而 行 对 应 着 
4 和 日 ， 因 而 

XY 
1 1 
Qu et 、 一 入 
( Qa 3 ) La, 
这 记号 表示 ， 例 如 ，@n:Y 一 和 4。 


例子 
1 个 实数 加 法 群 及 的 直 和 是 向 量 空间 R"， 因 为 它们 中 任何 
一 个 的 元 素 都 是 nn 个 实数 的 序列 (a,/，…，a。)、 而 且 在 每 种 请 况 
中 ， 两 个 序列 相 加 ， 痢 是 把 它们 的 分 量 相 加 。 
2 一 个 线性 狗 射 R 一 R 就 是 滋 上 一 个 实数 的 和 运算， 并且 通常 
就 用 ao 家 示 它 。 对 于 线性 映射 及 "一 R"， 则 上 述 结果 导出 通常 的 
矩阵 记号 。 


但 是 ， 与 我 们 下 面 的 意图 关系 更 密切 的 是 及 "的 子 群 ZZ"， 
。31 ，。 


个 群 Z 的 直 和 。 这 里 矩阵 记号 也 是 适用 的 ， 央 为 特别 地 ， 根 据 命 
题 2.9 的 推论 ， 有 
Hom(Z,Z) 兰 之 。 
下 面 的 结果 当 我 们 在 后 面 用 赂 来 定义 一 个 数 时 ， 是 重要 的 。 


2.4 命题 ”如 时 ms# 长 正 束 数 ， 则 竹 Z "与 2" 是 不 同 构 的 . 
证 明 首先 没 4 是 任意 Abel (加 法 ) 群 。 在 4 的 元 素 问 定义 
关系 为 4 
aRb ”如果 存在 cE A 使 得 a 一 b=c+e。 
这 是 一 个 等 价 关系 ， 因 为 
Ra 因为 ae-e=0=0+0 
2Rb 蕴涵 a -b=c+c; 而 
b-a=-(a-b)=(~e) +(-o)s 
因而 bRa。 
aoRa' 和 a’ Ra 蕴涵 
a-a’=b+rb 和 a’~ar=b’ +b’。 
然而 
a-ar=(a-a)+(a -a)= (b+b) + (b +b’) 
= {b+b)+ (+6 ), 
因此 aRa”. 
于 是 把 4 划分 成 一 些 等 价 类 .用 1 A) 玫 示 这 种 等 价 类 的 个 数 。 
如 果 4= Z"， 我 们 立即 看 到 (ri，…sr,)R(Cs，…y5) 当 且 仅 当 每 
个 rm -5 是 偶数 。 因 为 对 于 每 个 六， 存在 两 种 可 能 性 〈 偶 数 或 奇 
数 ) ， 因 此 得 到 故 Z") = 2" 。 
现在 ， 如 果 #;A4 一 B 是 同 态 以 及 a，a’ EA 妇 ， 定 义 表明 了 如 果 
3Ra' ， 则 四 (a)R@(a’)。 因 而 如 果 名 是 同 构 ,aRa’ 当 且 仅 当 (0) 
Rao' )。 在 这 种 情况 下 ， 引 把 4 中 的 每 个 等 价 类 瑞 射 到 剖 室 对 
，32 。 


点 的 一 个 ， 反 之 亦 然 ， 故 区 A) = 区 B) 。 
最 后 ， 如 果 m 坟 n， 风 t+(Z") = 2" 寺 2" =tZ*)， 因 而 不 存在 
2Z" 到 Z*" 上 的 同 构 。 图 


Ro 


正 合 序列 
给 定 三 个 群 和 两 个 同 态 级 成 一 个 序列 
A Ps As ,Ass 


此 序列 称 为 正念 的 ， 如 果 Kergz= Img1。 这 可 认为 包含 两 个 结 
论 ， 
i) Img CKerg,, 
这 意 卫 其 对 于 任何 形 如 bi(2) 的 了? ， 都 有 da(?) = 0 或 等 价 地 ， 
对 于 任何 XS A 和， 册 由 (x) = 0 或 更 简略 地 ，tagi = 0。 
ii) Kergs CImg,, 
这 意味 着 如 果 ?E 4 满足 向 (?) = 0， 则 可 以 找到 xE 4 使 得 = 
下 (2) 。 
一 纽 群 和 辐 态 的 序列 称 为 正 合 的 ， 如 果 此 序列 的 任意 两 个 要 
都 满足 上 述 条 件 。 在 这 种 情况 下 ， 上 述 结论 可 称 为 此 长 
:As 处 息 人 4 


邻 的 


例子 设 B 是 4 的 于 群 , 则 {0}-*BCA 是 正 全 的. 更- 般 
地 ， 根 据 引 理 2.1，{0) 一 和 ->X 是 正 合 的 ， 当 且 仅 当 站 是 内 风 ， 
以 及 A 下 >X 一 (0) 是 正 合 的 当 且 仅 当 包 是 到 上 喘 射 。 因 而 仅 当 


4 是 到 射 时 ,{0} 一 A 一 名 一 {0 是正 合 的 。 对 于 任意 Abel 群 A， 
B， 序 列 
四 33 . 


{1,0} (0,1) 
{0})—>A—7A@B—>B-—>{0} 


是 正 合 的 。 
下 面 的 结果 用 于 相反 的 方向 。 


定理 2.5 统 吉 天 全 度 列 


3 有 3 
P— 0—— >R-—>S—*{0} 


和 风 六 015 一 R 信 得 761， 风 永 列 


{a,0} (8,0) 
P 一 一 Q 儿 5 一 一 及 一 一 {0} 


是 正 合 的 。 
证 明 ”因为 我 们 必须 证 明 序列 在 8 命 S 入 处 正 合 ， 所 以 要 
JIm{a,0}CKer(8,0) :事实 上 ,我 们 有 
(8,0){a,0}= Be= 0. 
Ker(8,6)CIm{e,0): 设 (8,6)(q,s)=0， 则 
0=7{(8,0)(g,8) = (78,70) (gq,s) = (0,1)(q,s) =s, 
雇 s=0 代 入， 同时 有 
0= {8,0)(g,0) = 8(9). 
根据 给 定 序列 在 处 的 正 合 注 ， 存 在 p 使 得 9 = w(p) ， 但 在 另 一 
方面 ， 
{qs8) = (q,0) = (a(p),0) = {a,0}(p). 
Tm(h,6) = 及 :因为 19= 1， 所 以 对 于 任意 rER，Y7(r) = YOY(r)。 
内 而 +-6y(r) CKerY。 而 根据 给 定 序列 《在 尺 处 》 的 正 合 性 ， 
Kery= mA。 因而 对 于 茶 个 45@， 
r- or(r) = B(q), 
乔 这 就 是 
。34 。 


r= (8,0)(g,7(7)). 国 


给 论 纹 家 下 全 度 列 


? 
(0)— 0 sR >st0} 
和 6:5 一 R 使 得 ?6= 1， 则 映 训 (8,0) :0 的 S 一 > 尺 是 同 构 ， 
因为 在 定理 2,5 中 命 P=0， 我 们 得 到 正 合 序列 


(8,0) 
{0}—>0D5—>R—{0}s 
叉 据 上 面 例 子 中 的 一 个 注释 凤 可 得 到 结论 ， 回 
当 存 在 如 同上 面 的 推论 中 的 间 态 时， 正 合 岸 列 称 为 可 分 烈 
亚 念 记 烈 ， 我 们 也 称 及 可 分 发 成 2 和 8 的 直 和 . 
下 面 的 结果 虽然 没有 什么 理论 价值 , 然而 却 是 很 有 用 


{a,B} (a ,8 ) 
XABB-—>A' OB -> 
中 d:B8 一 B' 具 疗 构 ， 左 序列 
Ze A 
a a-bd IC a 
-一 A——> A——>X’ 
正 合 的 ， 而 百 Kere = Ker{a,8}，lina’ = Jm(a ,B’)。 


证 明 首先 有 
BY/ wy /fart bp 
oe 2)(s)= (人 的 )。 
又 因为 4 是 同 构 ， 所 以 它 有 道 。 故 由 0=ce+d8， 可 导出 0= 


dce+dp)=drxoa+8， 即 
B= -dica, 


也 此 得 到 ， 对 于 xEX，ax = 0 曹 洗 Bx=0， 所 以 ax=0 当 昌 仅 当 
ex 和 hx 二 韦 均 为 0 此 即 Kera = Ker{a,B}。 

同时 有 aa + 568 = 0， 和 替换 8 ， 得 到 

0=ac+B( -Gilca)= (a~ bd-ic)e, 

这 证 明了 在 和 处 正 合 性 需要 的 -一 个 方面 。 对 于 另 一 方面 ,假定 wE 
4 使 得 (G-Bd -IC)Ce) =0。 记 b= -die(u), 则 c(w) +d(v) =0, 
以 及 a(W) +B(u) =0。 因 而 (u,v) 在 给 定 序列 的 中 间 映 射 的 核 中 
据 其 正 合 性 ， 它 也 在 {a,8) 的 象 中 。 所 以 存在 某 个 xE 义 ， 有 a(x》 
=wW《 司 时 8(x) =v) ， 这 证 明了 在 4 处 的 正 合 性 。 

定理 2.6 另 一 半 的 证 明 与 此 极为 相似 。 首 先 有 


0= (0 人 中 = Carat presa'b+ Brd), 


所 以 8’ = -a’bd-t 和 a’ (a -bd-!te) =0。 这 第 二 个 等 式 证 明了 在 
4 处 正 合 性 所 需 的 一 个 方面 :第 一 个 等 式 蕴涵 Imw' = Im(a’ ,8’ )。 
因为 显然 Ima’ CIm(e' ,8 ); 反之，Imta’ ,8 ) 中 的 任 一 元 素 都 
形 如 

of (p) +P’ Cg) = (p~ bd-1(g)), 
所 以 它 属于 Imea' 。 最后， 如 果 pE A' 使 得 a’ (p) = 0， 则 

Ca’ ,BCp,0) = 0 (p) = 0, 
因而 根据 给 定 序 询 的 正 合 性 ， 存 在 (u,v) E AGB 使 得 


(bu,v) = C0,0), 


此 外 
CU) + b(v) = p, 
cu) +ad(v) = 0. 
从 面 有 9= -ea ku) 和 p= 《a-bd"te)(2), 国 
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推论 ”如 果 
人 b 
如 
是 一 个 同 构 ， 且 人 了 一 B 地 是 一 个 同 搜 ， 则 4 和 如 同 构 ， 特 别 
地 如 最 5 (或 为 9， 则 。 基 ~ 人 罗 移 ， 
在 定理 2.6 中 如 果 取 入 =X = {0}， 则 立刻 证 明了 所 述 的 结 
论 , 国 


:ADB—A’ PBB’ 


h 


自由 Abel 群 
我 们 现在 已 为 本 章 最 后 的 课题 一 一 自由 Abel 群 一 一 作 好 了 淮 
备 。 我 们 将 利用 有 关键 意义 的 性 质 ， 公理 化 地 引出 这 个 概念 。 


定义 、 纺 定 集合 X， 一 个 Abel 群 G， 和 一 个 映射 i;X 一 G。 
称 (G,DD 对 于 X 具 有 万 有 性 质 ， 如 时 对 于 你 剖 AbeI 群 和 各 映 岂 j: 
X 一 4， 存 在 唯一 的 同 态 4:G 一 4 僵 得 j= de 
当 这 个 成 立时 ， 烛 称 G 且 以 攻 X) 为 生成 元 的 自由 7\ 
Abel 基 。 区 的 基数 多 为 G 的 多 

在 讨论 例 古 之 前 ， 先 把 这 个 性 质 应 用 于 前 面 出 现 的 一 个 问 
是。 


2.7 命题 作 训 所 会 训 列 
0-4 一 >G- 了 po， 


总 是 自由 Abel 格 时 ， 共 可 分 到 的 。 

证 明 设 b:X 一 B 使 得 (B,b) 对 于 义 具 有 万 有 性 质 。 对 于 每 个 
xEX， 选 取 g(x)EG 使 pCg(x))=b(x)， 因 为 Pp 是 到 上 映射 ， 所 
以 那 是 可 能 的 。 根据 万 有 性 质 ， 存 在 问 态 j: 8B 一 G 使 得 je8=g， 则 


» 37 。 


了 job= pg=b, 
又 根据 万 有 性 质 的 叭 一 性 部 分 , 疗 态 pej 二 f A 
重合 ， 因 而 此 序列 是 可 分 型 的 番 
作为 如 何 运用 万 有 性 质 的 另 一 个 全 
子 ， 我 们 来 证 明 对 于 给 害 的 具有 万 有 性 质 的 (G,i)， 本 和 质 上 是 
唯一 的 。 然 后 再 考虑 存在 性 。 


4 6 一 产 呈 


2.8 命题 假 宕 (Gi) 和 (H,)) 二 者 对 于 X 剖 具有 万 有 性 
质 ， 则 存在 唯一 的 同 要 1G 一 日 全 得 j= oi 
证 明 根据 万 有 性 质 ， 我 们 得 到 这 样 的 同 态 #， 类 似 地 又 有 
纱 H 一 G 使 得 = 加 1。 现在 考虑 图 表 
A 
八 
G6- 
又 由 万 有 性 质 ， 存 在 只 一 的 同 态 x:G 一 G 使 得 i= Xe 
而 对 于 这 样 的 x 我 们 已 经 有 两 个 例子 了 ，1e。 (显然 
和 4g， 后 者 是 因为 名 区 of = 区 ji 因而 go 由 = le。 类 似 地 由 虽 一 
ja。 所 以 由 是 内 射 和 到 上 映射 ， 因 此 是 双 射 。 
我 们 必须 考虑 自由 Abel 群 的 存在 性 的 问题 。 先 从 最 简单 的 情 
说 开始 。 


2.9 命题 设 X 仅 有 二 个 元 素 x 。 定 义 !:X 一 2 为 1(x) =1。 
则 (2 ,1 对 下 X 且 让 瑟 有 伟 区 ， 
证 明 设 A 是 一 (Abel) 群 ，j:X 一 A， 记 六 x) =a。 我 们 必须 
证 明 存在 唯一 同 态 $6;Z 一 & 使 得 j= et， 即 使 得 a=j(x) 等 于 
由 Ci(x)》 = $01). 
现在 因为 $ 是 同 态 ， 
$2 = 由 (1L+1) = $1) + 1) =a+o, 
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有 (3) = 82+1)=$(2) + $1)= (a+a) +a, 
这 启示 我 们 ， 对 子 正 整数 % ， 用 归纳 法 定义 $Cn) 为 
Fl $C0)=0, 
F2 $n+1)=$(n) ta, 
然后 ， 对 于 负数 集合 ， 
F3 由 (一 m) = ~(n), 
确实 再 没有 另外 的 映射 由 能 具有 所 村 求 的 性 质 了 ， 然 而 仍 需 验证 
这 样 定义 的 几 是 网 态 。 

根据 定义 ， 对 于 n 之 0，F2 成 立 ， 下面 检验 它 对 于 所 有 n 兵 ZZ 

都 成 立 。 对 于 mz0， 有 

pnt+1)= $n) +a, 

bn-1)= -$n+1)= - (p(n) +a) 

= -$n)-a 
一 出 (一 并) -a, 

鼓 $C—n)=$( -nn—1)+a, 
此 即 对 于 pa<0，F2 也 成 立 。 可 以 把 这 重新 写作 

$nt1)= pn)+$(1), 
下 面 ， 用 归纳 法 验证 

$n+m) = $n) +$(m) 对 于 m 之 0 成 立 。 
对 于 mm = 0 这 是 显然 的 ， 如 果 对 于 m =k 成 立 ， 则 

Gntkt+1)=6n+k) + (1) 

=6(n) rr pk) +G1) 
= $n) + hk+1), 

故 对 于 m =k+ 1 成立。 而 且 这 对 于 m = -也 成 立 ， 因 为 

$n-k)= -p(n+E) 

= (pn) toh)) 
=—$p(-n) -bE) 


= 由 (P) + hk), 
这 完成 了 4 是 同 态 的 证 明 ， 因 而 也 就 证 明了 合十 2.9。 症 
今后 我 们 将 把 上 而 定义 的 元 素 %(na) E 4A 记 作 nm"a。 


推论 对 于 任意 Abel 群 4， 映 称 
eviHom(Z ,A) A 
是 一 同 掏 ， 基 中 ev 的 定义 为 对 于 扩 Z 一 A， ev(f)=1(1), 
因为 根据 同 态 加 法 的 定义 H2，evy 是 群 的 局 态 。 又 据 刚 刚 证 
明 的 万 有 性 质 ， 对 于 任意 a E A， 存在 唯一 的 同 态 1 一 A， 使 得 
1(1) =a， 所 以 ev 也 是 双 射 。 


2.10 命 题 假 家 (G1,i1) 对 于 X! 县 有 万 有 性 质 ，(Gasiz) 对 于 
训 肛 有 有力 有 博大， 又 设 Xi， Xe 是 公 商 的 ， 入 
站 和 UX 0DG 
为 tx) = (HX) 10)，XE Xi 


x) = (0,1(x)), XE Xs, 
出 (G4@G2 对 天 XUX: 且 在 五 有 性 质 。 

证 明 给 定 Abel 群 和 A 和 映射 j:X 一 入 (这 里 X=X1UX: 一 一 译 
者 ) ;因为 (G1sis) 对 于 Xi: 具有 万 有 性 质 ， 故 存在 唯一 同 态 $1:G， 
一 A 使 得 j|X,= 1oH。 类 似 地 ， 有 册 :Go 一 A 使 得 j |X2= 2eis。 
钠 ， 如 果 

$= (p10) :GPDG— A, 
就 有 和 (x) = 由 (ii(x) 0) = Bil(x) = Hix), xE XS 
对 于 xEX: 有 类 但 结果 ， 放 有 doi= ji 反之， 如 果 9= (Yr)》 亦 
满足 ji= 为 用 同样 的 论证 法 可 导出 各 里 = 并 Xi 所 以 根据 i :的 
万 有 性 质 ， 轴 = 加 .类似 地 各 = 加、 
对 于 有 限 多 个 群 的 直 和 ， 用 归纳 法 ， 辣 样 的 论证 也 痢 奏 效 。 
240 “ 


运用 命题 2.9， 邵 果 久 是 有 限 的 ， 则 存在 (G ,i 村 于 X 具 次 万 有 性 
质 ， 又 命题 2.8 表明 这 是 唯一 的 。 现存 用 构造 法 来 模 述 所 给 定 的 
群 G。 设 X 有 #4 个 元 素 x，xa，…，xs 。 我 们 必须 组 成 个 群 的 
直 和 ， 基 中 每 一 个 都 是 整数 群 Z。 这 个 直 和 的 每 个 元 素 是 于 个 整 
数 的 序列 (r,，rs，…，r:)， 可 以 把 它 考 周 作 从 X 到 Z 的 一 个 喘 
射 (x 1 对 应 也 71) 一 一 或 者 也 可 想 生 成 R" 中 具有 整数 坐标 的 点 。 
群 的 结构 网 可 考 筷 成 及 "中 向 量 的 加 法 : 

Cryy 二 (Si 
我 们 把 这 个 群 记 作 2Z"。 则 (2Z* ,站 对 于 XX 具有 万 有 性 质 ， 其 中 认 
X 一 2， 使 得 ixt) 是 第 个 华 标 轴 上 的 单位 点 ， 焉 者 换 一 种 方 
式 ， 用 Kronecker 的 6~- 记 号， 

tx) = C015062 oO) 

这 拌 ，Z" 是 秩 为 《有 限 ) 于 的 自由 Abel 群 .根据 命题 2.4， 
一 旦 知道 了 抽象 群 的 结构 ， 它 的 获 也 就 决定 了 。 现在 我 们 希望 
构造 任意 (无 限 ) 秩 的 自由 Abel 群 。 把 上 面 对 Z*， 的 描述 作为 一 
个 模型 ， 
设 X 是 任意 集合 。 记 F(X) 是 这 种 映射 6 ;XZ 的 集合 ， 除 

X 的 有 限 多 个 元 素 x 外 ， 5(X)=0. 给 定 6,，nEF(X), 定义 
-56，(&+ 浊 ) 为 

《一 E)(x) = -E(xX) ] 对 于 所 有 xEX. 

(E+N) (X= EX) + CX) 
不 难 证 明 ， 具 有 这 些 运 算 的 F(X) 是 Abel 群 。 定 义 iz;X 一 F(X) 为 


i (2) = {0 > 
1, Y=x, 


定理 2.11 《F(X) ,ix) 对 于 其 有 万 有 性 质 。 
证 明 ”首先 我 们 说 如 果 YCX， 可 以 把 F(Y) 与 F(X) 的 一 个 
dl 


子 群 等 同 起 来 ， 这 个 子 群 是 由 使 得 EC 只- 了) = 0 的 映射 6:X 一 2 所 
组 成 的 。 现 在 如 果 &C F(X) ” 则 存在 X 的 某 个 有 限 子 集 Y 使 得 
&(X-Y)=0， 故 &EF(Y)。 所 以 

F(X) = U{F(Y):YCX，Y 有限 }。 

其 次 ， 注 意 到 由 命题 2, 10 所 得 到 的 一 个 结论 ， 用 现在 的 记号 
来 说 ， 它 就 是 说 如 果 了 是 有 限 的 ， 册 (PFCY) ,ir) 对 于 了 具有 万 有 
性 质 。 

设 A 是 任意 Abel 群 ，j:X 一 A 是 汽 射 。 对 于 义 的 任意 有 限于 
集 Y， 我 们 知道 存在 叭 一 的 同 态 6y:F(Y) 一 4 使 得 br*ir = iY . 
而 且 ， 如 果 ZCY， 因 而 F(Z) CFCY), 则 iz=izlZ, 因而 
(pr 1F(Z))oiz =j|Z, 据 唯一 性 ,$9z = gr|F(Z), 现 在 定义 $9:F(X) 
一 4, 对 于 任意 5E F(X), 选 联 XX 的 一 个 有 限 子 集 了 使 得 &E FLY)。 
并 定义 b(E) = dr(E) 。 这 与 了 无 关 ， 因 为 如 果 同 时 SEE FC(Y')， 据 
上 述 ， 有 

Pr(E) = brore (EE) = bri (E). 
申 也 是 同 态 。 因为 如 果 给 定 5,，&2E F(X)， 进 取 X 的 有 限于 和 集 
YY ， 了 使 得 8&1 CF(Y1)，E2EF(Y2)， 并 记 Y =Y: UYs。 则 由 于 
是 同 态 ， 有 

BE1+E2) = bylE1+ E23) = $7(E1) + br(é2) 

=6(61) + (E62), 

对 于 任意 xEX， 有 

ix) = {sx)) = 1x) 
因 市 goi= 了 

最 后 ， 给 定 任意 同 态 4:B(x7 一 4 使 得 +=j， 对 于 任意 有 限 

集 YCX,， 有 
PIFCY) ir = (ilY) = jy 
= proir= $IF(Y) eiy, 
42 。 


因此 根据 已 经 证 明 的 对 于 YY 的 唯一 性 ， 得 到 省 FC(Y) = $1F(Y)。 
又 因为 F(X) 是 这 些 子 群 F(Y) 的 并 ， 套 击 得 到 = 中， 图 

对 于 每 个 集合 XX， 我 们 已 经 构造 了 对 于 XX 具有 万 有 性 质 的 
《F(X)，ix)。 通 常 就 把 i 记 作 二， 把 F(XX) 称 为 X 上 的 自由 Abel 
群 。 现 在 给 定 集 合 闻 的 任意 映射 f:X 一 Y， 则 存在 根据 万 有 性 
质 ) 崔 一 的 同 宠 F(f) ;P(X) 一 F(Y) 使 得 (jf)oizx = iz of， 或 用 图 
表 的 形式 ， 是 


XY 
Ex liy 


FOOD 


进一步 的 发 展 

如 局 第 - 章 一 样 ， 我 们 仅仅 是 拉 开 了 
站 数学 的 内 容 广泛 而 又 绚丽 多 炊 的 分 支 的 帷幕 对 于 一 个 拓扑 学 
家 米 说 ， 救 从 杂 多 群 论 方面 的 引 论 书 籍 的 推荐 中 去 进行 选择 ， 是 
会 居 伴 的 。 在 这 里 〈 以 及 本 书后 面 》， 我 宁 咯 说 ， 我 们 的 观点 是 
从 项 至 更 抽象 的 数学 分 支 ， 范 贿 论 导出 的 。 这 方面，Freyd 和 
Mitehell 的 激励 人 们 的 书 提供 了 〈 并 不 初等 的 ) 导 引 。 


reyd. P., &Abelian Catezories》 ， 
Harper and Row, New York, 1964, 
Mitche1l, B, «Tteory of Categories» » 
Academic Press, New York，1965。 


练习 和 问题 
1。 证明， 耿 ，C 是 加 法 群 ， 而 及 *，CC"， 和 8S 4 是 采 法 群 。 
3。 让 明 如 果 由 是 加 法 科 间 的 则 态 ， 则 %(0) = 0 一 0) 一 一 (0)， 


4 。 


3。) 证 明 引 理 2,1。 
芒 证 其 直 理 2.1 后 面 的 出 题 由 的 论断 。 4 
4《。 册 ， 畔 是 吾 的 子 样 。 证 明太 人 且 基 一 个 子 群 。 并 举例 说 明 4U 此 不 是 G 的 
了 予 群 。 事 实 上 ， 可 以 证 明了 包含 入 和 了 的 最 小 子 群 基 
A+B=-{a+bia€ A, beB}, 
5。 仍 定 给 定 正 合 冶 独 ， 
0 >AYG Bp->0, 
由 给 定 分 列 同 态 j:B>G 合 得 pe1=12， 诈 明 存 在 唯一 的 同 齿 4:G 一 A 使 
得 4*i= 14 和 goj=0. 
给 定 同 态 q:G-~>A 使 得 qo = 14， 证 明 存 在 唯一 的 扩 B->G 使 得 pof= 
1 和 gj = 0。 
0) 证 明 当 (9) 各 () 成 立时 ，jep+i2q=1c。 
6. 设 i:A->G 和 gq:G->A 满 足 qot = 14。 证 明 是 iLA) 和 Kerqg 的 直 和 。 
7， 给 定 群 和 同 杰 
A>G, f:B->G, 
q:G—>A, PIG—>B 
满足 psf=0， gej=0， psj=1s， goi=14 利 jp+ieg=lc。 证 肯 
序列 


?了 
0>A>G ->B>0 


0> B>G 40 
是 正 合 的 。 
8。 仍 浴 用 上 一 题 欧 记 号 ， 证 明道 过 构造 着 陕 时 或 另外 的 方式 } 对 于 任 
意 群 X， 
了 | 一 (go p°f) 
诱导 一 个 双 射 
Hom(X, G)->Hom(X, A) x Hom(X， 了 ) 
以 及 f> 《iey， 思 力 诱导 一 个 汉 射 
Hom{(G, X)>Hom(A, X) x Hom(B，X)。: 


df 


并 证 明 这 些 双 躺 是 群 同 构 。 

9。0) 给 定 同 沪 j:G1 下 有 和 到 上 条 态 4a:G1 下 Gs， 证 明 存 在 同 态 8:G4>H 使 
得 Bea=Y 当 县 仅 当 a (Kery) =0。 

妃 举 例 说 明 如 果 a 不是 到 上 同 态 ， 条 件 a(Kery) =0 并 不 范 锋 8 的 存在 
性 。 

*10。 举 一 个 是 正 合 的 但 不 可 分 裂 的 序列 的 例 闻 。 

*11。 给 定 集 合 XX，x € XX 和 E:X 一 2 使 得 e(%) =1。 设 p:FC(X) -> 名 满足 peix 
=8。 证 月 Pp 是 可 分 裂 的 到 上 喘 射 。 同时 证 明 如 果 s1，PL 和 es，p: 和 如 上 
所 述 ， 则 存在 只 一 问 构 $:Kerp: >Kerpa 使得 对 于 所 有 EKertp:)， 
(8) -是 ix (x) 的 信 数 。 

12。 通 过 用 系数 矩阵 来 表示 同 态 $:Z" >Z* ， 从 而 给 出 定理 2.6 的 另 一 个 证 
明 ， 江 证 明 如 果 由 是 - 同 构 ， 则 此 矩阵 基 可 递 的 。 

13。 设 (G，i 对 于 怀 具 有 万 有 性 质 。 证 明 对 于 任意 群 A， 在 Map(X， 人 如) 和 
Hom(G，4) 之 间 存 在 双 射 。 

14. 设 (G, DD 对 于 X 除 了 唯一 性 外 满足 万 有 性 质 。 构造 一 个 回 态 F(X) > 
G， 并 证 明 GG 可 分 裂 为 直 和 F(X) 兮 4。 同时 证 角 其 遂 也 成 立 ,提示 
利用 练习 5 。] 

15。 证明 

Ker{e, B} = KeraNKerd, 
Im(a, B) = Ima + ImB. 
16。 假 定 对 于 每 个 i，C; 是 秩 为 @, 的 自由 Abel 群 。 
中 如 果 0 一 Co>C1>Cs>0 是 正 合 的 ,证明 to+43=G4。[ 提 示 ;、 利用 
定理 2.5.7 
b) 给 定 
OCs -Cu i >01 >Co 0 
是 正 合 的 ， 证 明 


Die=0, 
中 


5 。 


第 I 部 分 ~ 
同 伦 论 引 论 


第 3 章 和 连通 的 和 不 连通 的 空间 


导言 

我 们 这 本 丘 扩 学 导 引 从 研究 连通 性 开始 ， 传 统 上 ， 这 是 分 析 - 
拓 扩 学 和 代数 拓扑 学 所 共同 研究 的 路 一 论题 。 这 儿 的 探讨 是 找 述 
性 的 ， 后 面 将 龙 更 正式 的 ， 也 就 是 推广 这 个 概念 。 注 意 Jordan 曲 
线 定理 是 对 平面 上 Jordan 曲 线 的 余 集 关于 连通 性 质 的 陈述 ， 

连通 性 

设 X 是 空间 。 假 定 X 可 表示 为 不 相交 的 非 空子 集 U 和 V 的 
并 ， 

UUV=X, UUV=%. 

另外 ， 又 假定 UU 与 y 二 者 部 是 的 开 子 集 。 则 (U，V)》 称 为 X 
的 一 个 公 划 ， 而 X 称 为 不 带 淖 鸥 。 如 果 X 没 有 这 样 的 分 划 ， 它 就 
是 污 通 的 。 

这 个 定义 有 刀 个 等 价 的 形式 。 首先， 注意 如是 只 在 关中 的 余 
集 ， 放 也 是 开 集 的 条 件 等 价 于 站 是 闭 集 的 条 件 ， 反之 亦 然 。 其 
次 。 注 意 不 连通 空间 的 最 简单 例子 是 只 有 两 个 虑 的 空间 。 
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3.1 引 理 及 的 也 焦 10,1} 基 不 连通 的 


证 明 下 DU - {0}，7= {1}。 显 然 它 们 是 不 相交 的 和 非 空 
的 ， 而 且 它 们 的 并 就 是 所 给 的 空间 。 朵 时 它们 每 个 部 是 开 集 ， 忆 


是 所 给 空间 与 开 区 间 ] 去， 字 [ 的 交 ， 对 于 Vv 类似 . 入 


{0，1} 不 仅 是 不 连通 和 的 ， 询 且 还 是 所 有 不 连通 空间 的 象征 ，。 

轩 为 设 DU，V) 是 X 的 一 个 分 划 ， 在 X 上 定义 其 值 为 0 和 1 的 画 
数 ， 

CD) =0. 

1(V)=1, 
虽 1 是 连续 的 ， 事实 上 ,对 于 {0,1} 的 任何 子 集 8 ,个 (5S) 是 开 集 。 
央 为 它 仅 有 四 个 子 集 S， 名 ，{0}，{1}， 和 10，} 本 身 。 它 们 的 
赣 象 分 别 是 引 ，D，Y， 和 X 由 假设 它们 都 是 开 集 。 反之， 设 
一 {0， 攻 是 连续 映射 ， 它 到 0 和 1 两 个 值 ， 记 上 U=f*:{0}， 
V = 了 {1}。 则 因为 连续 和 {0} 与 {1} 在 f0，1} 中 是 开 集 ( 坟 引 
理 3.1 的 证 明 ) ，U 和 V 在 了 * 中 部 是 开 集 。 由 假设 其 中 每 一 个 都 
是 非 空 的 ， 所 以 ， 显 然 

UUV=X, UnY= 节 。 
这 完成 了 下 面 引 理 的 证 明 。 


3.2 引 理 ” 穴 风 xX 不 活 引 有 似 汉 大 x 列 守 0， 的 和 
1 了 寻 . 轩 


要 证 明 某 些 空间 不 连通 是 十 分 容易 的 。 


全 “由 方程 巡 - 入 = 1 所 确定 的 双 曲 线 互 是 木 连 咀 的 。 
证 明 双 遇 线 包 含 点 〈t，0) 各 《~-1，0) 。 但 十， 如 果 以 
47 


x=0 代 入 ， 得 到 》?= - 1， 这 没有 《 实 ) 解 。 了 到 

U={(x, 7)EH:X>0), 

V={(x, YEH:x<O0}, 
证 明 中 网 第 一 款 表 明 每 个 集合 是 非 空 的 ， 第 二 款 是 UUV =X， 
而 且 显然 UNV = 好 。 也 因为 二 和 了 是 定义 为 和 与 平面 上 开 集 (分 
划 用 x>>0 和 x<<0 定 义 ) 的 交 ， 故 避 和 YVY 在 了 中 是 开 集 。 因而 天 有 
一 个 分 划 X= (DU,，V)， 即 是 不 连通 的 。 

但 是 要 直接 证 明 一 个 空间 是 连通 的 ， 则 并 不 那么 容易 ， 我 们 

和 需要 一 个 更 六 回 的 论证 来 代替 它 ， 景 重要 的 例子 是 区 间 。 


3.3 定理 实数 区 间 [0，1] 是 笑 通 的 。 

证 明 假设 不 连通 ,来 导 至 矛盾。 由 于 不 连通 ， 则 存在 C0,1J 
上 的 连续 函数 ， 比 如 说 f， 它 仅 取 两 个 值 09 和 1。 假定 1(1) = 1 
(车 不 然 ， 可 用 BCx) =1~ 了 x) 代替 1(x)》。 由 假设 ,1 亦 取 0 值 。 
设 是 使 f(x) =0 的 点 x 的 最 小 上 界 。 考察 1(8) 就 可 得 到 小 
拓 。 

因为 了 在 所 处 连续 ， 改 存在 6>>0 使 得 如 果 0<sx< 科 1， |x 一 
<0， 就 有 

lf x) ~1(8) 1 <1, 

于 了 仅 取 值 9 和 1， 所 议 这 个 不 等 式 检 肖 10%) ~ 1(&)。 现在 习 
于 &<x<1，f(x)=1， 获 1(8) =1 (如 果 &=1， 由 假设 此 式 成 
立 ) 。 另 一 方面 ，E 是 使 (0x) = 0 的 x 的 最 小 上 界 ， 所 以 在 区 局 
全 -6， 引 ) 中 可 以 找到 某 个 这 祥 的 x, 因 而 1(5) =0〈 如 果 5= 0y 
因为 对 于 0<<x 志 1，f(X)=1 且 由 假设 了 才 两 个 值 ， 所 以 这 个 等 
式 成 立 ) 。 这 祥 就 得 到 了 矛盾 ， 定 理 得 证 。 国 


道路 连通 性 
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通过 对 区 闻 的 观察 ， 引 导出 个 与 玉 通 性 频 不 相同 的 概念 。 
衬 间 X 称 为 道路 连 通 的 ， 如 果 对 于 任意 两 点 ,EX, 可 以 找到 连 
续 映 射 :1 一 天 使 1(0) = x，f(1) = 》。 一般 地 ， 和 连续 映 射 所 了 一 
称 为 X 中 的 思 条 道路 ， 关 说 它 是 迷 结 x 与 ?的 道路 。 


例 ”椭圆 是 道路 连通 的 。 下 述 集合 
D"={xER": Ix|<1}, 
Si= fxER :xl =1 (n>2) 
也 是 道路 连 秆 的 。 因 为 可 以 选取 适当 的 坐标 系 使 得 风 加 也 的 方程 
为 


2 3 了 5 


人 


定义 映射 疡 县 一 五 为 
f(8) = (acos9，bsing) 。 
这 映射 是 连续 的 《正弦 函数 和 余 驼 库 数 连续 ) ， 而 且 如 所 周知 ， 
哄 射 是 到 .上 的 。 故 马上 的 两 个 虚 可 表示 为 9)，1(8,)。 则 所 求 
8(1) =f1((1—t)60 +t01). 
这 个 证 明 的 最 后 部 分 不 过 是 证 明 [0，11 可 用 中 的 任何 闭 区 间 等 
价 地 替代 。 
其 次 ， 我 们 只 要 看 到 DBD” 是 是 集 ， 所 以 它 的 任意 两 点 都 可 以 
几 直 线段 连结 。 
给 定 S*“! 上 的 两 个 点 ， 过 它们 作 一 平面 《为 了 明确 起 见 ， 使 
它 也 通过 原点 ) 。 此 平面 与 S"*' 相 交 于 一 个 包含 这 两 给 定点 的 
圆 .现在 沿 着 这 个 图 就 构成 了 如 上 所 说 的 道路 。 
通过 与 连通 性 的 类 比 ， 我 们 引出 了 道路 连通 性 。 现 在 来 研究 
这 两 种 性 质 之 间 的 关系 。 
* 4d9。 


3.4 定 建 ” 全 个 消 世 渤 通 帘 避 一 京 史 加 通 的 。 拓 而 条 个 入 通 

证 明 首先 概 定 X 道 路 连通 ， 但 是 不 连通 的 . 设 f:X~{0,1} 
着 到 上 连续 映射 ， 选 取 点 x*，》E XX 使 得 x) =0，1(Y) = 1。 又 选 
取 一 条 道路 g:1 一 及 使 得 gC(9) =x，g(1) =》。 弄 fog:1={0，1) 是 
连续 映射 使 得 jg(0) = 0，feg(1) = 1。 而 这 与 定理 3.8 和 矛盾。 这 
证 明了 定理 的 第 一 个 论断。 

对 于 第 二 个 论断 ， 我 们 必须 构造 一 个 是 连通 但 非 道路 连通 的 
空间 我 们 所 用 的 空间 , 作 些 微小 的 修改 之 后 ,就 是 种 种 反例 的 在 
各 来 源 。 

设 Y=UUV， 其 中 

U={(x, WER:x=0, -1<y<1), 
VY={(x, WER:0LxEL, Y= sin(l/x)}, 


风口 是 一 闭 区 闻 ， 因 曾 是 道路 连通 的 。V 具有 参数 表示 (x， 
sin1/x) ,而 sint1/0) 在 0<<x 所 1 上 是 连续 函数 ， 故 V 也 是 道路 连 二 : 
的 。 所 以 如 果 Y 了 不 连通 ， (U0，YV》 就 是 它 叭 一 想得到 的 分 划 《 任 
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何 另 外 的 分 划 过 会 把 迷 通 空间 口 或 V 分 割 开 了 ) 。 定义 J:Y 一 
{0，1 二 为 DU) x0，1(V)=1。 我 们 断言 了 在 0 的 任意 点 处 都 不 
连续 ， 这 里 只 在 原点 处 进行 验证 ,事实 上 ,1(0, 0)=0, 但 是 
对 于 所 有 的 正 整数 K ， 帮 (kz) 590) =1。(0 0) 的 任意 邻 域内 
均 包 售 某 个 点 ((kz) 1， 0 )。 所 以 了 不 连续 而 Y 是 连 必 的 。 

易 一 方面 ， 在 Y 内 却 役 有 道路 来 连结 U 与 VV 的 点 事实 上 ， 
车 假 定 《 迷 续 的 ) :I 一 了 使 得 1(0)ED 和 了 (1) EV。 设 5 是 使 
得 1(x) EU 的 那些 xE I 的 最 小 上 界 、 央 为 1 连续 和 U (在 R? 由， 
因而 在 Y 中) 是 闭 集 ， 故 KE)ED， 而 且 由 了 的 连续 性 ， 对 于 适 
当 的 6>>0，f[&，&+0] 中 的 点 与 1(&) 问 的 距离 不 超 过 一 个 单位 
(图 3.1) 。 考虑 V 与 图 盘 


{C(x, WE RB : df cE), (x <} 


的 交集 ]。 当 x 一 0 夺 ,sin(1/x) 在 土 1 之 间 据 萝 , 在 中，V 被 “ 切 


碎 ” 成 为 无 穷 多 段 闭 的 、 在 罗盘 中 的 差不多 是 竖 直 的 线段 ， 如 虹 
玉 是 包含 f(s+0) 的 线段 ， 则 ( 尺 ，J~K》 是 7 的 一 个 分 划 , 如 此 ， 
没有 从 一 个 区 间 到 7 的 过 续 映 射 能 从 其 中 之 -一 跳 到 另 一 个 。 但 因 
为 1(E+6)EK，1(&) CI-K， 所 以 得 到 了 和 矛盾。 出 
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也 许 会 抗议 说 ， 这 个 反例 了 是 过 分 复杂 或 “别扭 的 ”空间 ， 
而 “对 于 任何 合理 的 空间 ， 连 通 性 应 该 落 洱 道路 连通 性 ”。 事实 
上 下 面 的 内 容 倒是 正确 地 表达 了 这 种 想法 的 合式 的 方式 。 


局 部 道路 连通 性 

定义 、 招 款 突 闻 X 在 a 点 处 且 局 部 省 巾 迁 通 (1,p.c.)】 的 ， 
吉 虹 的 各 个 名 红包 含 一 个 煞 域 P， 售 得 对 了 V 中 外 保 宙 项 

切 果 多 是 这 些 能 用 局 中 的 道路 与 “点 连 绪 的 点 揭 集 合 ， 则 显 
然 YC 作 CD， 而 且 久 是 道路 连通 的 。 因 而 可 以 等 价 地 权 求 8 的 
每 个 邻 域 都 包含 一 个 道路 连通 邻 域 ， 

我 们 称 不 是 “1。p。c。 ”的 ， 如 果 在 其 每 一 点 都 是 “1，D。 
c.。?” 的 。 运 用 下 面 的 引 理 ， 可 以 构造 道路 连通 空间 。 


3.5 引 理 

i 》R" 是 局部 道路 连通 的 。 

ii) 如 暴 X 是 1。p。c。 熬 ; 如 在 x 中 县 开 伺 ， 则 局 是 1。 Pp, ec。 
的 。 

1 如 时 一 基 焦 食 0. 孝 是 1 PD。e. 的 、 关 内 0. 在 X 中 需 蚌 开 
集 ,X= VU 口 ,， 则 XX 是 1。p。 ce， 的 ， 
证 

于 ) BR" 中 的 每 个 点 都 有 任意 小 的 凸 邻 域 〈 例 如 ， 贺 盘 ) ， 而 后 
者 是 道路 连通 的 。 

和 如 果 e EDU,，V 是 a 在 U 中 的 一 个 邻 域 ， 则 〈 因 为 可 在 X 中 是 
开 集 ) V 也 是 a 在 中 的 一 个 邻 域 。 因 而 它 包含 一 个 道路 连 
通 襄 域 ， 

十》 如果 xEX， 则 对 于 某 个 &，xEDU。， 且 x 在 了 中 的 任意 邻 域 
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N 包含 NID。， 而 后 者 包含 * 的 在 U ,中 的 一 个 道路 连通 邻 域 M。 
因为 D, 是 开 集 ， 故 M 也 是 x 在 和 中 的 一 个 邻 域 ， 创 

引 理 3.5 的 第 全 和 《tl) 部 分 使 一 种 模糊 思想 明确 化 , 这 
种 模糊 思想 认为 局 部 道路 连通 性 仅 与 和 一 点 邻近 的 性 态 朋 关 ， 即 
它 是 局 部 性 质 ， 非 [。p。c。 集合 的 例题 是 。 


例 
1。 点 集 
P={ 0， 小:n 是 正 整 儿 } CR 
在 0 点 处 是 非 1。p。c。 的 。 
2。 有 :中 连结 Px 0 和 点 (68，1) 的 线段 之 并 集 在 任意 点 (0，》) 
(0<?<1) 处 是 非 1。pP。c。 的 、 见 图 3,2。 


3 定理 3.4 中 的 集合 Y 在 吕 的 任意 点 处 是 非 1。p。o. 的 。 
这 里 仅 证 明 例 1 。 0 点 的 任意 邻 城 都 包含 无 穷 多 个 点 二 ， 然 


而 ， 很 显然 P 中 的 任何 道路 都 必须 取 常 数值 。 
4.6 定理 加 轨 X 是 1。P。c， 和 六 是 铸 、 则 名 有 六 由 渤 肖 
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的 。 

证 明 假定 X 是 !。p。c。 但 非 道路 连通 的 。 我 们 来 构造 一 
个 分 划 ， 设 x，》EX 是 不 能 用 道路 连结 的 两 个 总 。 叉 设 口 是 所 有 
这 种 点 的 集合 ， 即 可 以 用 XX 中 的 道路 把 这 些 点 与 x 连结 起 来 。 记 
V= 外 ~U。 为 了 证 明 (DU，V》 是 一 个 分 划 ， 只 须 证 明 品种 V 都 
是 开 集 。 

设 wEU。 则 在 X 中 有 一 个 道路 连通 邻 域 W。 如果 wEW， 
网 在 矿 中 有 道路 连结 Ww 与 Ww， 而 且 在 XX 中 有 另外 的 道路 连结 4 与 
x 。 邦 Ww 可 以 与 x 连结 ; WEU， 因 而 WCU。 因 为 U 包 含 自 出 
每 个 点 的 一 个 邻 域 ， 所 以 它 是 开 集 。 类 似 地 ， 设 UEV 有 一 道路 
连通 邻 域 N。 如 果 nE NN 人 MU， 就 有 一 条 经 过 nn 的 道路 连结 v 和 x ， 
这 与 假设 矛盾 ， 因 而 NCV，V 是 开 集 ， 正 如 所 欲求 的 。 和 让 


进一步 的 发 展 

连通 狂 和 道路 连通 性 的 概念 所 涉及 的 ， 实 质 上 只 是 点 ， 所 以 
是 “ 零 维 性 质 ”。 但 通过 用 至 多 维 的 多 面体 代 赫 点 ， 可 以 把 它 
们 推广 到 “n- (道路 ) 连通 ” ,n=1 的 情况 将 在 下 面 研 究 ， 对 
于 比较 大 的 n 的 情况 ， 可 以 在 任何 一 本 代数 括 扑 学 的 书 中 查阅 
到 ， 例 如 Hocking 和 Young，Maunder 或 Spanier 的 书 。 

还 可 以 定义 局 部 n- 道路》 连通 性 ， 使 得 与 引 理 3,5 和 定理 
3.6 类 似 的 结论 成 立 ， 对 于 这 方面 的 某 些 内 容 ， 见 Hocking 和 
Young 的 书 ， 而 更 详细 的 探讨 则 可 看 Witder 的 著作 ， 


Hocking, J. G. and G. S. Young, Topologyy, Addison- 
Wesley, Reading, Mass。 ,1961, 

Maunder, C, R. F., Aigebraic Topology», Van Nos- 
trand, Princeton, 1970, 
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Sparier, E. H., Algebraic Topoiogy», McGraw-Hill, 
New York, 1966, 

Wilder, R. L., Topology of Manifolds», Amer, Math. 
Soc。collog。Publ。32(1949) 。 


练习 和 问题 
1。 和 确定 下 列 空 间 娜 些 是 连通 的 ， 包 些 是 遵 路 连 焉 的 ， 
8) 用 下 列 各 式 分 别 定义 的 C 的 子 集 ， 


1) IZI<I，y i 12|=1, 

进 ) |Z|>1, iv) |Z|>1, 

vy [ZI#1, vw 1ZI<1, 
b) 用 下 列 各 式 分 别 定 义 的 及 的 子 集 ， 

1》 X21 十 X23 十 X23 =1, ii) x 十 X21 — Xs = 1y 

iii) x21 一 X2z 一 X23 二 1 iv) 一 X21 一 X23 一 %23 =1, 
Cc) 实 2 x2 答 降 的 集合 ， 其 中 的 矩阵 是 

i》 任意 的 ， 边 非 退化 的 ， 

四 退化 的 iv) 对 称 的 ， 

VD 正 交 的 。 


四 在 正方 形 {X15x39) 6 且 1:0<xa<10<xs<I) 中 央 搜 下 列 重 站 线 
到 
X= 2 ， 0<Sy<2/3 
xniiel ,二 <yC1 ] 对 于 所 有 蜂 数 w> 1 


8) 除了 开头 的 艰 制 改 为 0<xt<1L，0<xa<1 以 外 ， 其 它 与 (四 相同 。 
2。 证 明 ， 如 果 f:X 一 了 是 连续 到 上 映射 ， 那 么 
如 果 久 连通 ， 则 连通。 以 及 
如 果 X 道 路 连通 ， 则 YY 道 路 连通 。 
对 于 局 部 道路 连通 性 ， 你 认为 相应 的 结果 成 立 吗 ? 写 出 概要 的 证 明 到 
举 出 反例 。 
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1 


利用 引 理 3.5 《iiiy 证 明 $: 是 1.p.0。 的 。 
证 明 关 于 例题 所 断言 的 事实 。 


。 证明 下 面 的 结果 如果 4 和 召 是 如 的 连通 子 集 以 及 入门 B 是 非 空 的 ,出 


及 UB 是 这 
成 立 吗 ? 

证 明 : 如 果 人 和 是 必 " 的 非 空 连通 子 集 ， 卫 是 再 " 的 非 空 连通 子 集 ， 则 人 么 x 
B 是 适 子 集 。 并 证 明 其 逆 。 

证 明 怪 的 子 集 是 连通 的 当 且 仅 当 它 是 一 个 区 闻 ( 闭 的 , 米 开 式 开 的 )、 
试 举 出 Euclid 空 间 中 的 某 个 遵 路 连通 子 集 X， 使 得 在 其 上 不 存在 连续 的 
到 .上 了 映射 J->XX。 

X 是 民 " 的 连通 子 集 ， 且 多 局 C1(X)。 证 滑 Y 是 连通 的 . 由 此 导出 定 
再 3.4 的 空间 是 连通 的 。 

证 明和 如 果 X 与 Y 同 胚 且 x & 闪 , 则 对 于 某 个 y EY,X {Xx} 与 了 一 外 

局 旺 ,由 此 导出 B: St 和 和 愧 ?中 任何 出 个 都 不 同 肥 。 

证 明 如 梁 UU 是 EB" 的 连 适 并 子 集 ， 则 口中 的 任意 两 个 不 同 的 点 ， 都 可 以 
用 避 中 的 一 条 道路 连结 ， 这 条 道路 由 有 有限 多 条 直线 段 组 成 。 【提示 

利用 证 明定 理 3.6 的 方法 。] 由 此 导出 这 条 道路 可 以 取 作 一 个 找 入 : 工 

>U。 同时 证 明 这 两 个 点 可 以 用 道路 f:I=U 连结 ， 其 中 于 具 用 连续 的 
一 阶 偏 导数 。 【提示 : 利用 刚刚 构造 的 道路 ,把 它 的 尖 角 “ 变 加 ”.] 
设 X=X,UX，， 其 中 XX, 和 XX: 都 是 入 的 1.p,c, 财 子 乐 ， 证 明天 也 是 [。 


通 的 。 和 如果 全 部 用 “道路 连通 ” 代 列 “连通 ”， 这 个 结果 还 


?,c, 的 ,如 果 Xi 是 闭 集 面 X* 是 开 集 ， 铺 果 如 何 ?7 


第 4 章 连通 性 的 深入 


电 言 

代数 拓扑 学 传统 的 方法 ， 是 从 一 种 相对 地 说 来 比较 直接 的 儿 
何 观 念 开始 ， 然 后 用 代数 方法 在 其 上 构造 一 些 结构 。 这 一 章 中 将 
在 连通 称道 路 连通 观念 的 基础 上 ， 发 挥 代数 学 。 


群 Ho(3) 

定义 Hr(X) 是 连续 峰 射 X 一 Z 的 集合 。 

记号 中 写 0 的 理由 是 因为 于 是 一 系列 基于 不 同 维 数 的 类 似 构 
造 的 第 一 个 。H? 是 0- 给 的 情况 。 下 一 窜 我 们 将 定义 H!。 


4.1 引 理 如果 1,g:X 一 Z 是 连续 映射 ， 定 义 一 J:X 一 >Z 和 
(+tg):X 一 >2Z 为 
-N(x) = -f(x), 
(f +8) Cx) = Tx) + g(x), (xEX), 
册 -j 和 1 + g 是 连续 的 ， 且 Hr'(XX) 对 于 这 些 运 算是 一 个 群 。 
了 8 的 连续 性 的 证 明 见 第 一 章 “ 连 续 ”。 其 它 论断 的 证 明 留 
作 练习 。 国 
当然 ， 在 Z 的 每 个 子 集 都 是 开 集 的 意义 下 ，2Z 是 离散 的 。 这 
里 ， 它 类 似 于 我 们 在 第 三 章 用 过 的 集合 {0，1}。 注 意 到 X 连 通 当 
县 仅 当 每 个 映射 X- 一 >2 是 常 值 映射 。 因 为 ， 如 果 X 不 连通 ， 就 
雁 在 XX 到 {0，1} CZ 的 非常 值 映射 ， 相反， 如 果 存 在 非常 值 映 射 
XZ 使 得 nE1(X)， 定义 r;Z 一 {0，1) 为 
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rn)=0, 
rl(Z-{n}))=1s 
则 + 连续 且 ref 把 筷 映 射 到 {0，1} 上 ， 
因而 ， 对 于 每 个 空间 ,连通 的 观念 给 我 们 定义 一 个 Abel 群 。 
下 面 将 进一步 来 构筑 它 。 


定投;x 一 > 六 续 由 时 。 议 六 
:HY) —» HACK) 
为 
P(g) = gof, 
4.2 引 理 了 基 加 太吉 其 1 虹 x 的 可 周 风 医 则 攻 姨 
E(x) 的 局 疗 网 检 .如 条 1 X 一 Y 和 g :了 一 Z， 则 (go 人 "= 加 8 
证 明 
f(g1 + 82) (x) = (gi+ g2) (f(x)) 
=gi(f(x)) + ga(f (x)) 
=f*gi(x) +1"ga(x) 
= (f°g1+f°g82) (xX), 
故 f" 是 同 态 , 第 二 个 论断 是 显然 的 ， 由 计算 
(gCh) = ho(gof) = (hog) of 
=f"(hog) = (f* eg")(h), 
第 三 个 论断 也 是 显然 的 。 霸 
这 些 性 质 似乎 是 平凡 的 ， 在 此 情况 下 ， 它 们 确实 是 如 此 ， 然 
而 ， 把 这 些 性 质 列举 出 来 是 值得 的 。 后面 我 们 将 需要 它们 以 及 它 
们 在 其 它 情况 下 的 类 比 结果 ， 而 那里 的 证 明 是 不 平凡 的 ， 所 以 读 
者 应 在 这 儿 很 好 地 使 自己 热 悉 它们 。 
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现在 再 一 次 探讨 道路 连通 性 。 我 们 在 环 的 点 之 间 定 义 一 个 二 
元 关系 ~ 如 果 在 乒 中 有 一 条 道路 连结 x 与 了 , 记 作 x~y， 下 面 
的 性 质 在 前 一 章 《〈 在 何 处 ? 曾经 隐约 地 用 到 过 ， 现 在 给 出 正式 
的 证 明 


4.3 引 理 “在 六 上 ， 必 是 一 种 等 你 关系 ， 

证 明 “定义 产 : 区 一 > 为 f-( 提 = x， 对 于 所 有 4#E 蕊 显然 过 
续 。 因 为 1.(0) = 所 (1) =x， 这 证 明了 反 身 性 x 一 x。 

又 定义 R:I> 了 为 R(t) =1-t， 则 卫 连 续 。 如 果 f : TI 一 到 是 连 
结 x 到》 的 一 条 道路 ，1(0)=x，f(1)=， 则 加 R : IX 是 连 
结 7 到 x 的 一 条 道路 ， 而 且 根 据 第 一 章 的 C2，f°R 是 连续 的 。 因 
而 一 是 对 称 的 。 

最 后 ， 设 1 : 1->X 是 连结 x 到 ? 的 一 条 遭 路 和 8 : I 一 X 是 连结 
》 到 zz 的 道路 ， 使 得 

f(0)=x, f(D=g(0) = 和 g(1)=z. 
定义 函数 有 :I 一 X 为 
12t), 0<ts172， 
RD ={ 1 

gt- 1), tel. 

因为 1(1) = g(0) =》， 这 两 个 定义 在 = 到 处 是 一 致 的 显然 
h(0) =x，h(1) =%。 因 而 ， 如 果 记 连续 , 它 是 连结 x 与 z 的 道路 ， 
放 x~z， 这 谣 证 明了 ~ 的 传递 性 。 

而 了 和 8 是 连续 的 ， 故 显然 在 每 个 闲 区 癌 [0, 二 | 和 | 二, 赴 
上 是 连续 的 。 根 据 定理 1,7，h 是 连续 的 。 轩 

我 们 把 外 的 点 在 关系 一 下 所 分 成 的 等 价 类 的 集合 , 记 作 
ro(X)。 这 些 等 价 类 本 身 岂 做 的 道 踢 连通 分 支 。 显然 ，X 是 道 
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路 连通 的 当 且 仅 当 ro(X) 仅 包 含 一 个 元 素 .。 我 们 将 需要 典范 函数 
X 守 ga(X)， 它 把 每 点 映 成 它 的 等 价 类 ， 而 且 ， 类 但 于 引 理 4.2y 
还 有 一 些 导 出 映射 。 子 是 ， 若 设 f:X 一 Y 浊 丰 全 亲 这 村 和 的 
映射 。 又 如 果 作 为 X 的 点 x~%/， 就 有 道路 p:1 一 X 连结 它们 。、 
fop:I 一 Y 是 连结 f(x) 与 1(x ) 的 道路 ， 所 以 在 了 中 jx) 一 fx ) 。 
因此 了 把 等 价 类 映射 到 等 价 类 ， 从 而 诱导 出 一 个 映射 

了 。: mo(X) 一 >To( 了 )。 
我 们 可 以 用 下 列 ( 可 交换 的 ) 图 表 中 的 要 求 jreP= 了 of 来 刻 通 这 
个 映射 


4.4 引 理 雪景 f 是 的 报 同 映射 ， 则 入 是 ww(X) 的 担 同 映 
射 。 如 果 f:X 一 Y 和 g: YZ DD) = go fe, ~ 

这 个 引 理 的 证 明 留 给 读者 作为 练习 。 国 

在 把 第 三 章 的 结果 代数 化 的 计划 中 ， 我 们 下 而 就 要 回 到 第 一 
个 实质 的 结果 : 定理 3,4。 在 现在 的 内 容 中 ， 这 就 是 说 ， 如 果 
zo(X) 仅 包含 一 个 元 案 ， 出 ?CX) 仅 包含 常 信 映 射 , 有 理由 期 符 
同 -~ 论证 -- 般 地 将 能 提供 信息 ， 它 允许 我 们 从 关于 mm(X ) 的 事实 
推断 关于 Ha(X) 的 事实 ， 这 就 是 我 们 马上 要 得 到 的 ， 


4.5 定理 ” 设 f:X 一 2 属于 HP?CX)。 如 时 作为 X 的 点 *~x 人 ， 
则 fC = fx )。 介 页 1 分 因为 一 个 等 价 类 自信 上 上 的 函数 ， 
cf) 


X—>r(X) 一 了。 
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记 Map (zu(X)，Z ) 为 集合 ,ma(X) 上 上 破 广 整 优 商 数 的 信念 则 函数 
ED , 一 个 Abel 履 的 络 概 ， 上 两 客 的 
映射 
c :HI(x)—>Map(ro( X) ,ZY 
基 Abel 群 之 间 的 内 射 同 态 。 
证 明 如果 x~x' ， 我 们 可 以 找到 一 条 道路 p:I 一 X 连 结 % 与 
巡 . 则 fop11 一 2 是 连续 的 ， 因 为 工 连 通 ， 根 据 定理 3.3，f*p 是 党 
值 映 射 。 因 面 
f(p(0)) =f(p(1)), 
即 
f(x) =f(x’), 
确实 ， 我 们 可 以 再 次 证 明 关系 一 在 Z 上 是 平凡 的 ， 因 面 toC2)= 
2. Meltf) = mo 人 用。 
Map(zo(X),Z) 是 Abel 赂 的 证 明 ， 留 给 读者 作为 练习 《〈 见 第 
二 章 112)， 
设想 一 般 点 xEX 的 等 价 类 ,由 下 面 的 计算 (利用 c 的 定 
义 和 黄 个 群 中 的 若 法 的 定义 》 
cfi+f) CE)= Ch th) x) = x) + f(x) 
= CC ED)+C(F) CE)》 
= (ce(f) + ce(f2)) (8), 
这 蕴涵 cf, + 所 ) = c(h) + cl 和 )， 从 面 得 到 c 是 同 态 . 
最 后 ， 如 果 p:X 一 xo(X) 表 示 投影 ， 则 根据 c 的 定义 ,f= 
ch sp。 显然 ， 如 果 c(f) = elg)， 就 有 
f=c(Dep=c(8)*p=g。 国 
定理 4,5 也 含 了 定理 3.4 的 第 一 个 论断 ， 因 为 如 果 X 是 道路 连 
通 的 ，ma(X) 仅 有 一 个 元 索 ， 故 所 有 zolX) 一 >Z 的 映射 都 是 党 
信 映 射 ， 我 们 来 研究 第 二 个 论断 。 这 里 有 空 韶 Y=UUV, 它 是 
。61 。 


连通 的 但 非 道路 连通 的 ， 虽 然 子 集 UU 和 VvV 都 是 道路 连通 的 显 
然 ，Tol 了 Y) = { 吕 ，V}, c 的 象 仅 包含 常 信 映 射 to(Y) 一 Z， 因 而 e 
显然 不 是 到 上 的 。 然 而， 正 象 前 面 看 上 去 是 合理 的 那样 对 于 
“好 ”空间 ， 连 通 竹 应 该 赣 潘 道路 连通 人 性， 所 以 ， 对 于 具有 充分 
良好 性 态 的 X ， 这 里 可 以 期 望 e 会 是 到 上 的 。 事 实 上 ， 与 前 面相 
” 同 的 条 件 《!。z。o.》 就 是 我 们 所 需要 的 一 种 .为 了 逻辑 上 的 发 
展 ， 首 先 需 要 一 个 引 理 ， 它 包 合 在 定理 3.6 中 ， 不 过 在 那儿 表现 
得 不 十 分 明白 。 


4.6 引 理 设 X 是 1.p.c, 的 ， 则 农 的 道路 连通 分 支 杰 X 中 有 
开 估 . 

证 明 设 台 是 道路 连通 分 支 ， xE5， 因 为 X 在 x 处 是 1.p,c。 
对 ， 所 以 x 有 一 道路 连通 邻 域 WW 中 所 有 的 点 都 能 用 道路 与 x 
进 结 ， 故 W CE。 因 为 上 包 会 它 的 每 个 点 的 一 个 邻 域 ， 所 以 & 是 
开 集 。 荐 


4.7 定理 ”如 果 X 是 1.p.c. 的 ， 则 
cHAX)—>Map(ro( X), ZY 
共同 要 
证 明 我 们 已 经 知道 c 是 内 射 同 态 ， 剩 下 就 是 证 明 是 到 上 
同 态 . 而 c 是 由 f=c(f)。p 来 表示 其 特性 的 。 因而 ， 当 且 仅 当 
j=FopiX—?2Z 
是 连续 时 ， 映 射 F:xo(X) ->Z 在 c 的 象 中 . 而 对 于 每 个 aEZ， 
fi(n) 是 所 有 使 F( 5 ) = 的 道路 连通 分 支 的 并 。 因为 XX 是 1,p。c。 
的 ， 根 据 引 理 4.6， 这 些 分 支 是 开 集 ， 故 据 命题 1.3， 它 们 的 并 也 
是 开 集 ， 所 以 再 据 定理 1.1， 了 是 连续 的 。 旺 
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客 Ho(X) . 
现在 我 们 回忆 一 下 第 二 党 自由 Abel 群 ， 并 介绍 进一步 的 代数 
基础 知识 。 忆 及 F(X) 是 (X, 让 上 的 自由 Abel 群 ， 其 中 
i: XK—>F(X), 
以 及 对 于 任意 Abel 群 4A， 映射 


Hom{F(X), A) SMap(x,A) 
是 双 射 ， 其 中 让 的 定义 为 
hhet, 
我 们 将 用 到 其 中 的 两 个 自由 Absi 群 : F(X) 和 F(xo(X))。 
定义 Ho(X)=F(xo(X)). 
由 第 二 章 最 后 的 附注 ， 投 影 p;:X 一 ->xolX) 诱导 一 个 群 同 态 
下 (D) :ER(X) 一 一 > 有 (Te(X)》) = Ho(X), 
它 通过 要 求 图 表 
X rxX) 
i i 


FO Br HolX) 


交换 来 刻画 
从 F(zo(x)) 的 万 有 映射 性 质 ， 特 别 地 ， 我 们 可 推断 
i :Hom(Ho(X), 2)—>Map(xo(X), 2) 


是 一 个 同 构 。 我 们 把 它 与 定理 4.5 和 定理 4.7 相 结合 ， 就 可 看 到 
4.8 定理 ”对 于 任何 XX，(i*) -toe = k:H'(X)>Hom (Ho 


(有 X) ,2Z) 是 Abel 群 的 内 射 同 态 ， 如 果 X 是 1.p.c. 的 ， 则 它 是 一 个 
构 ~ RA ”EN 
同 构 。 
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进一步 的 发 展 

在 引 理 4.3 和 定理 4.5 中 发 展 起 来 的 平凡 性 质 ， 分 别 构成 反 变 
和 协 变 函 子 的 定义 .对 于 范畴 和 函 子 的 理论 可 参 看 Freyd 的 或 
Mitchell 的 洲 作 。 如 同 我 们 的 记号 所 约 涵 的 ，He，ro，Fo 是 有 关 
的 沙子 序列 的 第 一 个 (或 者 宁愿 说 胰 第 0 个) 成 员 。 除 对 第 14 童 ， 
在 那里 我 们 定义 了 外 ， 本 书 将 只 讲 到 下 :。 但是， 通常 的 定义 太 强 
亩 代数 ， 以 致 君 不 部 任 何 的 几何 音义. 下 一 章 将 推广 六 。 
在 高 维 的 情况 ， 画 对 zt, 和 吾 , 极 少 细 述 。 但 是 对 于 有 充分 好 性 态 
的 空间 《如 有 限 单纯 复合 形 )， 它 们 保持 类 似 于 定型 4.8 的 一 个 对 
偶 关 系 ， 代数 拓扑 学 的 任何 一 本 书 都 会 所 到 它 的 ) 。 


Freyd, P., Abelian Categories», Harper and Row， 
New York, 1964. 、 

Mitchell, B,, &Theory of Categories), Academic :'ress, 
New York, 1965, 


练习 和 问题 
1， 以 类 似 于 引 理 4.3 和 定理 4,5 的 方式 ， 建 立 由 连续 映射 所 活 弛 玲 1s CX》 
的 同 态 的 性 质 。 
2. 0) 设 和 =DUY， 其 中 忆 和 是 瑟 的 不 相交 的 开 子 焦 ， 在 To(CX) 和 和 
Xo(U) UZo(Y) 之 阅 构 造 一 个 双 射 ， 并 在 百 "(X) 和 站 积 再 "CU) x 
RH (Y) 之 亲 构 造 一 个 问 均 。 
b) 对 于 UU 和 六 部 是 亲信 且 有 一 个 公共 点 的 情况 ， 求 出 与 ta} 相对 庶 
的 结 昌 。 
© MX= UUs 是 任意 的 开 子 集 旗 Ue 的 不 相交 并 时 ， 求 出 丰 避 | 
染 。 
3。 设 X=YixYya， 在 ro(X) 和 To(Yi) XXo《Y2) 之 间 一 般 存 在 双 射 玛 ? 
二 9) 和 有 SCY x 再 *(Y2) 一 般 是 同 构 的 吗 ? 在 每 -种 情况 ， 给 出 正 
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明 或 举 出 反例 。 

。 关 于 连续 映射 XY 了 ， 以 及 fsx0(X)>x0(Y) ,了 :HI(Y)->H?(X)， 
指出 下 列 论断 中 蔚 些 一 般 是 成 立 的 。 对 每 种 悄 况 给 遇 证 明 或 举 出 反 
例 。 

名 如 果 了 是 到 上 的 ， 了 也 是 到 上 的 。 
本 如 果子 是 内 射 ，f。 也 是 办 射 。 
中 如 果 了 是 双 射 ， 了 ,也 是 双 射 。 
内 如 采 了 是 到 上 的 ， 下 基 内 射 。 
6) 如 果 了 是 内 射 ， 扩 是 到 上 的 。 

5。 设 是 Euclid 空 间 的 一 个 子 集 ， 了 是 其 闭 包 ， i:XCY。 证 明 记 是 内 

“ 射 ， 举 则 区 的 一 个 例子 ， 对 于 它 来 说 ，1。 既 不 是 内 射 也 不 是 到 上 的 。 

。 找 出 及 ?中 的 一 个 有 界 连 通 闲 子 集 ， 它 有 无 谎 多 个 道路 连 避 分 支 。 

。 设 


> 


~ 


X= {0 U 人 :ne 妈 n>0}, 
试 描述 应 态 6 的 条， 

。 四 设 X 是 拓扑 空间 ，x% 是 天 的 一 点 。 定义 X 中 包含 x 的 分 训 C: 为 了 
中 所 有 包含 x 的 连通 子 集 的 并 ,证 明 x ECx ,Cs 是 连通 的 并 且 C。 在 X 
中 是 闭 集 ! 还 有 Cs 包含 天 中 x 的 道路 连通 分 支 。 

切 在 X 的 点 之 问 定义 关系 
y~x 当 yECr， 
证 明 这 是 等 价 关 系 《等 价 类 是 天 的 分 支 ) 。 
证 盟 当 区 是 1.p.c. 时 ， 其 分 支 与 道路 连通 分 支 是 相同 的 。 
9. 给 To(X) 以 一 个 拓扑 ， 其 定义 为 ， 子 集 8 是 开 集 ， 如 果 p=: (S) 在 X 中 
是 开 集 ， 证明 这 确实 是 一 个 拓扑 ， 且 使 得 是 连续 映射 、 证 明 
Pp':H? (ro (2)) >H°(X) 
是 一 个 同 构 。 

10。 证 明 对 于 任意 外 和 a € 再 "(X) ， 如 果 n"CCt2D 是 零 ， 则 4 =0。 

11， 设 天 是 紧 致 的 和 1.p.c. 的 ， 证 明 xo(X) 是 有 限 集 。 

12。 证 明和 如果 X 和 Y 了 是 1,p.0. 的 ， 则 X XY 也 是 1.p.c, 的 。 


oo 
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第 5 章 邮 伦 的 定义 


导 塞 

现在 推广 前 一 章 中 的 xo(X) 的 构造 ,这 是 由 六 的 点 之 间 的 等 
价 关系 得 到 的 。 车 {0} 是 仅 有 一 个 元 素 的 集合 一 个 映射 {0} 下 肥 
确定 的 一 个 点 《{0} 的 象 》， 可 以 把 那个 映射 与 点 等 同 息 米 、 
我 们 通过 用 任意 空间 将 代 {0} 进行 推广 。 自 然 ， 这 会 使 所 讨论 的 
对 象 比较 难以 想象 。 但 是 作为 一 个 补偿 的 优点 ， 我 们 发 现 其 基本 
性 质 并 不 比 在 特殊 情况 下 更 难 建立 ， 然 而 ， 由 于 它们 的 一 般 性 ， 
就 更 有 用 得 多 ， 甚 至 会 引导 我 们 对 研究 的 对 象 作 某 种 重新 考虑 


同 伦 的 定义 
两 个 映射 j，8g:Y-> 和 称 为 是 同 伦 的 ， 如 果 存在 秆 续 瞻 射 
F:YxI>X， 使 得 对 于 所 有 YEY， 有 
F(Y,0) =f(7), 
F(Y,1) = g(7). 


在 这 种 情况 之 下 ， 称 了 为 了 和 8& 间 的 同 众 ， 记 作 :jf 之 g. 例如 ， 
荐 了 同 伦 于 常 值 映射 ， 则 称 它 是 受 依 的 。 对于， 有 了 时 用 另 一 个 
记号 是 方便 的 ， 即 对 于 7YEY，t&E1, 记 
了 (7) =F(Y,t), 

在 这 个 记号 中 ,虽然 同 伦 不 很 明显 ,但 对 于 把 (连续 ) 映射 如 :了 >X 
考虑 作 是 由 了 = fo 到 族 =g 的 连续 变形 ， 或 许 会 更 容易 些 . 

为 了 证 实 f， 是 连续 的 这 个 论断 ， 我 们 把 它 写作 一 个 合成 
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Y yx vx, 
其 中 心 是 这 样 的 映射 ， 它 的 分 量 是 Y. 上 的 便 回 映射 和 以 上 为 象 的 
常 值 映射 。 因 为 它们 是 连续 的 ， 因 而 (根据 第 1 章 的 C4) i.， 以 
及 ,= Boi 也 是 连续 的 。 


5.1 引 理 “加 俯 旺 挨 有 YX 的 哆 抽 之 回绝 一 个 香 多 关系。 
证 明 
fxf。 用 “ 常 值 ” 同 伦 1 =f， 更 确切 地 说 ， 用 对 于 所 有 的 + 
(9,t) =1(7) 来 定义 F;Y XI->X, 因为 F=fopis 故 它 是 连续 的 ， 
jg>g~j。 设 F:f~g。 定 义 了 XI 上 的 反 身 映射 ，Ry:Yx 
I->YxI, 为 
Ry(7,t) = (7, 1—H), 
这 是 连续 的 ， 因 为 它 的 分 量 映射 P 和 Reps 一 一 R 作为 实 变量 + 的 
函数 一 “是 连续 的 。 又 因为 了 和 BRr 连 续 : 所 以 FoRz:g 人 ~f 是 连续 
的 。 
fg 和 gh>f~zh. 设 F:f>g 和 G:g~h, 我 们 必须 改进 引 
理 4.3 所 构造 的 “两 个 道路 的 合成 ”。 定 义 映 射 
PrG:Y XI>X 


为 
F(Y ,2t), 0<t<1/2， 
FrG(y, 1)={ 
GF,2t -1), 1/2<t<1, 
首先 注意 到 当 + = 士 时 ， 浮 数 在 这 些 点 (7,t) 处 定义 过 两 次 ,但 
这 两 组 值 是 一 致 的 ， 因 为 
F(3,1) = g8(7) = GY,0), 


蝇 然 PG 在 Yx[0, 二 |] 和 Yx [ 当 ，1 ] 上 是 连续 的 ， 据 定 
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理 1.7， 它 在 Y xI 上 是 连续 的 。 国 

把 具有 同 伦 关系 的 等 价 类 称 为 网 依 闫 。 用 [Y，X] 表示 映射 
f :Y>X 的 同 伦 类 的 集合 ， 和 用 [站 表示 含有 了 映射 了 的 等 价 类 . 
上 面 引出 了 [Y,X] 是 什么 类 型 的 集合 的 问题 ， 但 对 于 如 何 去 计 算 
它 却 没 有 提供 姐 索 。 下 面 将 给 出 计算 上 的 一 点 进展 这里， 我 们 
来 考察 那些 已 经 聚集 在 一 起 的 、 可 以 相互 变形 的 所 有 了 喘 射 ， 这 玫 
明 我 们 已 经 抛 开 了 所 有 了 ->X 映射 的 空间 的 “连续 部 分 ”， 而 专 
注 于 “离散 部 分 ”。 由 此 ， 我 们 有 理由 假定 事实 上 就 是 这 个 情 
况 ) 同 伦 类 比 之 映射 本 秽 更 适宜 于 代数 的 处 理 。 对 于 这 个 观点 ， 
这 里 以 及 在 第 8 章 将 提供 某 些 正当 理由 。 下 面 的 引 理 是 平凡 芍 ， 
但 指明 了 处 理 局 伦 集 的 途径 。 


5.2 引 理 设 
niZ>Y, go Bi:YYX, 和 
fxX>W 
六壬 .如果 wm~a。 刚 
Borhgohs 和 fgofog, 
证 明 设 G:Yx1->X 是 go 到 g: 的 一 个 同 伦 ， 则 
foG:YxXI>W 
是 fego 到 fog! 的 一 个 同 伦 。 对 于 结论 的 另 一 部 分 ， 定 义 hx1;ZxI 
YX 为 
(hx1)(2,8) = (hg) ,t) 。 
它 有 连续 的 分 量 
Die(hX1)=hop: 和 par(hX1)=p:, 
因而 是 连续 的 。 所 以 
Geolhx DZxI>X 
是 gj 到 Bo 的 一 个 同 伦 。 珊 
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在 另 一 个 记号 中 , 我 们 可 以 更 简单 地 把 同 伦 写作 fg, 和 8 oj。 
然而 ， 在 证 明 它们 作为 相应 的 乘积 空间 上 的 函数 的 连续 性 上 ， 会 
变 得 比较 困难 。 


推论 茵 gg:Y>X 和 fo 人:X>W, 则 
forgo~fieg1:Y >W, 
因为 ， 应 用 引 理 的 两 部 分 结论 ， 我 们 有 
foogojorgi ~ fieg:, 
并 由 传递 竹 〈 引 理 5.1)》 得 到 要 求 的 结果 。 另外， 我 们 也 可 以 用 
局 伦 # 8: 去 证 。 国 
这 个 推论 表明 ， 辐 伦 类 [fg0 仅 依赖 于 同 伦 类 E 门 和 [g1。 这 
样 我 们 可 以 明确 地 定义 局 伦 类 的 合成 为 
[f°Lgj= [feg], 
这 样 ， 记 下 的 合成 就 定义 了 一 个 映射 
LX,W1IxLY,XI>[LY,W], 
回忆 起 1x 表 示 空 间 X 上 的 但 同 喘 射 。 
5.3 引 理 设 h;:Z>Y,，g:Y>X 和 f:X>W, 则 
[gj°[1ly] = 58] = [1z]。[g]， 
〈[ 门 *[e]) [pt = [为 *(T5] [7)， 国 
这 些 结果 是 直接 的 ， 因 为 所 指出 的 代表 映射 的 合成 已 经 是 相等 
的 。 然 而， 它们 确实 给 予 同 伦 关系 的 很 平凡 的 性 质 以 一 个 适当 的 
形式 。 


同 伦 等 价 
我 们 定义 J:Y>X 是 具有 辐 伦 滥 。 的 同 从 等 价 ， 如 果 [fe[e] 
= [1x]，Feje[ 门 = 上 1r]， 或 等 价 地 ，joe 之 1x 和 eef 守 1y。 当 满 足 
这 些 条 件 时 ， 对 于 任何 空间 Z， 册 
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[Ih]—>[ :Ch 
Eeletk]<— [kl 
所 定义 的 映射 [Z,Y]<->[Z,XJ, 是 一 个 双 射 (由 引 理 5,3 可 得 )， 
类 似 地 ， 在 [YW] 与 [X,W] 之 闻 也 存在 一 个 双 射 。 这 样 在 映射 
的 同 伦 分 类 问题 中 ， 我 们 可 以 把 空间 X 与 Y 实 实在 在 地 看 作 是 等 
价 的 ， 称 它们 同 伦 等 众 。 


俩 设 Y 是 球面 5**':CR?CR*+， 和 XX 是 R'*' 中 平面 
入 =…=%y=0 外 的 点 的 子 集 。 则 包含 映射 关 Y-> 和 是 同 伦 等 价 。 

因为 ， 定 义 e; 关 > 了 为 

exis Xp+e) = AX hs 30 ,0), 
其 中 4= (x2 十 … +X3) 3 则 ef =1r， 测 下 就 是 构造 foe 到 1x 的 
同 伦 H: XxI->X、 我们 发 现 

五 ((Xry Xpta) it) = (Aim X19 ee ALetxs hes+ is", FXsra 
正 是 这 样 的 。 

更 一 般 地 ， 仅 仅 假定 [ 门 *[e] = [1xj. 在 此 情况 下 ， 我 们 称 Y 
支 妈 X 。 读 者 可 以 证 明 上 面 的 映射 [Z,Y] 了 [Z,X] 是 到 上 的 ， 
[Z,X]>[Z,Y] 是 内 射 《练习 1( b ))。 

同 伦 等 价 的 一 个 特别 重要 的 例子 ， 是 当 XX 仅 有 一 个 点 x 的 情 
况 . 车 Y 周 伦 等 价 于 一 个 点 ，Y 称 为 可 收缩 前 ， 因 为 上 面 所 做 的 
那些 ， 推 广 了 前 一 章 的 内 容 ， 所 以 有 C(x},Z1= ro(Z)， 同时 ， 
显然 [Z,{xj] 仅 有 一 个 元 素 。 由 上 面前 注 ， 对 于 任 一 可 收缩 空间 
Y，[Z,Z] 仅 含有 一 个 元 素 ， 面 弛 ,2 一 一 地 对 应 于 ro(Z) 。 


同 伦 集 ; 群 HLX) 

我 们 所 用 的 记号 [X,Y]， 强 调 了 两 个 空间 上 的 同 伦 集 的 对 称 
相关 性 。 然 而 ， 为 了 计算 起 来 方便 些 ， 可 国定 一 个 空间 ， 面 把 同 
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伦 集 看 作 是 依赖 于 另 一 个 空间 。 当 我 们 这 样 做 时 ， 对 于 【〈 同 伦 类 
的 ) 合成 引进 一 个 新 的 记号 ， 写 作 
[站 [ge] =f,Lg1= gL ], 
因此 我 们 可 以 把 引 理 5.3 改 写 为 
5.4 引 理 设 h:Z>Y,，8:Y>X， 并 设 罗 切 另 一 空间 。 风 有 有 
映 记 
g":[X,W1]>LY,W] 
lr* 蚌 [XW 向 侯 辣 峰 射 ， 且 ho8" = (go 。， 同 虹 还 在 里 让 
gesEW,Y1>LW,X]; 
1lr* 是 [多 ,7] 上 的 恒 园 映射 ， 且 8。oj。 = (8h),。 此 外 ， 如 果 f 有 4 
>B， 则 
:eg" = 8"f.:[X,AJ>[LY,B1. 图 
注意 绰 理 4.2 是 这 个 引 理 的 第 一 个 论断 的 特别 情形 (W = Z)， 
而 引 理 4.4 则 是 第 二 个 论断 的 特别 情况 W 是 一 个 点 )。 现在 正 是 
进行 到 实际 感 兴趣 的 下 一 个 特别 情况 的 时 候 了 ， 当 仿 是 一 个 圆 的 
时 候 ， 
回忆 起 S1= {zEC; jl =1}， 由 复数 的 标准 福 质 ，5! 是 一 个 
群 ， 其 浅 积 映射 m:51x S1->S1 是 连续 的 ， 又 反 演 S:>S!( 即 Z> 
Z-D 也 是 连续 的 .一 个 拓扑 空间 ， 着 它 也 是 一 个 群 并 具有 这 些 
性 质 ， 则 称 为 拓扑 群 ， 


5.5 引 至 ”对 于 任意 空 局 工 ， 按 点 习 法 油 子 X 51 的 连 绕 映 
款 仙 食 以 Abet 属 扫 结 执 。 它 避 园 众 提 要 容 族 ， 罗 机 委 食 Ex， 
50 亿 得 到 了 和 嫩 的 结构 。 如 果 产 Y 入 是 连续 的 ， 则 人";[X,S 了 > 
Fr,59 且 二 个 避 太 、 

证 明 设 c,4:X-~S! 是 连续 映射 。 按 点 梁 积 cd 定义 为 如 下 的 
合成 

1 


《csG) mn 
SLX S1——>S1, 
其 中 (es,d) 表 示 具 有 分 量 c 和 4 的 映射, 因而 是 连续 的 ， 类 似 地 ， 
利用 反 演 的 连续 性 ， 我 们 看 到 按 点 之 逆 c°! 是 连续 的 。 显 然 对 于 
这 种 乘法 ， 映 射 到 1 的 常 值 映射 。 起 了 作为 单位 元 的 作用 ,c”! 是 
c 的 送 ， 且 和 飞 积 是 交换 和 结合 的 。 
设 C :co 和 D3d=d 。 则 C 和 DD 的 按 点 乘积 是 连续 的 《如 
上 所 述 ) ,而 且 
C.D:icrd~e’ od’ 
因而 [e" 四 仅 与 [5c] 和 [四 有 关 , 并 且 可 把 它 表 示 为 [c]' [4], 又 因为 
fej*[ej= [ec=[o， 
fe™*13"[e]= Le3!*cd= Cel, 
Le [四 = [cd] = [dj:[Le], 
以 及 
(LerJ* [cz]) [cy] = Terea* c= Eerlr (Cea: Les]), 
斯 以 集合 [XX,5J 继 和 了 一 个 Abel 群 的 结构 。 
最 后 ， 必 须 证 明 *([el* [dj)= 了 *[eJ"f*[6]。 素 实 上 ,我们 
只 须 证 明 
Ce:0) of = (cof) (dof), 
因为 ， 在 ?>EY 处 了 到 值 时 ， 右 边 得 到 : 
(eof)» (do 有 (7) = (cof)(Y) (dof) (7) 
=c(f(9)) ER 
= (cd) (f(y)) 
=(c'd)o 呈 f(y). 加 
以 后 我 们 总 是 用 HHX) 表 示 具 有 上 面 所 述 的 群 结构 的 [X,S9 
它 与 H'(X) 在 记号 上 的 相似 是 慎重 的 ， 它 们 之 闻 的 直接 关系 将 在 
第 8 章 中 建立 。 
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进一步 的 发 展 
这 一 章 在 形式 上 里 开 的 绝 大 部 分 ， 严 格 地 说 ， 属 于 范畴 论 。 


描述 范畴 的 公理 本 质 上 就 是 在 引 理 5,3 中 对 于 同 伦 集 证 明 的 那 


些 。 


同 伦 集 的 计算 是 高 度 发 展 的 题目 ， 例如， 可 参看 Hu 和 Toda 


的 著作 。 


Hu, S. T,, ¢Homotopy Theory», Academic Press,New 


York, 1959, 


1 
Toda, H,, ¢Composition Methods in Homotopy Groups 


f Spheres», Ann, of Math, Studies, 49,Princeton, (1962)。 


1。 


六 


练习 和 问题 

0) 着 关 和 YY 是 同 伦 等 价 的 ， 则 对 于 任意 W， 在 CY,W) 和 CX,W2 之 加 
存在 一 个 双 射 。 给 出 详 组 的 证 明 . 

证 骨 论 断 。 恕 景 了 支配 XX， 则 对 于 任意 的 Z， 存 在 到 上 瑞 射 [Z，Y] 
一 [Z,X] 和 内 射 [Z,X]->[Z,Y]， 关 证 明 ， 关 于 到 Z 的 肌 庄 集 合 ， 
也 有 相 永 的 论断 

证 明 Euclid 室 间 中 的 任意 点 子 集 是 可 收缩 的 。 

证 明 同 伦 等 价 是 等 价 关系 - 

证 明 在 引 理 5.2 后 面 记 指 出 的 同 伦 h，=f，8: 确实 是 连续 的 。 

证 明 任 意 非 室 空 间 文本 一 个 点 。 

寻找 空间 S，T， 使 得 对 子 任意 的 X 从 好 竣 在 一 个 连 续 观 射 X->S 和 一 

个 连续 映射 ?>X， 

证 明 对 于 任意 空间 W，X，Y， 在 [W，XxY] 与 [W，X] x [W, Y] 

之 间 存 在 一 个 双 射 。 

设 X，Y 是 菜 个 Euclid 空 间 E 的 子 空间 ， 定义 XJLY 为 书 xI 的 子 空间 

和 x0UYxI， 证 明 对 于 桥 意 古 ， 在 IFXJLY， 耳 ] 与 [X， 克 [xy, Wl 

之 间 存 在 一 个 双 射 。 
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9, 设 X 与 Y 是 网 伦 等 价 的 ， 而 印 是 任意 空间 。， 证 明 下 列 各 对 空间 是 同 伦 
等 价 的 
mWxXSW xY, DXxXSXXY, 
OWIXSWAY. 

10， 证 明 肌 "+ 一 {0} 同 伦 等 价 于 Ss 。 

11。 证 明 C 一 {0,1},S1x1U1xSt， 以 及 S! x5+ 一 {(1，1)} 金 都 是 同 伦 等 
价 的 。 

12。 设 X={(p，g) € Samx 5S 各:P 三 一 9}。 证 明 从 S" 到 多 的 映射 p i> (psp) 
是 一 个 同 伦 等 价 。 

13。 证明 { (a,，b，c) & BE3:b?>>ac} 网 伦 等 价 于 一 个 圆 ,通过 考虑 方程 ax? + 
2bxy + cy? = 0 的 根来 解释 这 个 结果 。 

14, 证 明 X={(9, bc, d) ER':ax? + 3bx2?y+ 3cxy8+Gys=0 确定 过 原 
点 的 三 条 不 同 直线 } 支 配 S![ 碍 示 : 设 这 些 直线 与 x 轴 的 夹 第 分 别 为 
9，6:，9a， 并 考虑 9: + gz + ba (modx)， 从 而 得 到 映射 X->S: .Jf 进 一 
步 的 提示 : XX 定义 为 abcd + 3brc*>a?d4+ 4(acs+bad) ， 但 这 是 与 此 
介 题 无 关 的 。]] 

16。 设 和 是 一 个 空间 ， 妨 S1-> 和 。 和 证 明了 是 零 伦 的 《 问 伦 于 常 值 映射 ) 当 
且 仅 当 存 在 一 个 连续 映 冉 8: D!->X 使 得 g151 = 了.[ 提 示 ， 车 F :cexj， 
5 是 常 值 《映射 》， 定 义 g (rx) =F(x, Tr)， 对 于 x €E St, rel.] 

16。 了 D。 证 明 如 果 《 四 元 数 的 和 悦 法 定义 为 

{Xos Kys Xa 3) «Vo, V1 Ya ya) 
= Koo — X19 = X23 XI3y3s KoyL + XiY0 + X23 — Kapa 

X093 一 X133 + XV 十 X3371，X0y3 +X1y2 — NX: + Xay0)s 
风 S3 成 为 一 个 《 非 Abel) 拓扑 群 ， 而 且 对 于 任意 空间 X，[X,537 
是 一 个 群 。 

协 。 证 明 对 于 n xm 酝 矩 自 群 V。 和 那些 行列 式 为 + 1 的 再 乍 阵 的 群 SU。 
有 相同 的 结果 。 

地 )。 证 明 P.12 的 例 中 的 同 吓 并 不 是 群 的 同 构 ， 但 可 诱导 一 个 同 构 
S3->SUa。 
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第 6 章 圆 的 研究 


导 宵 

我 们 从 考虑 及 -> S1 的 指数 映射 开始 这 一 章 ， 并 给 出 一 些 结 
晕 的 全 部 证 明 ， 有 时 这 些 绪 果 是 不 证 自明 的 。 这 使 我 们 可 以 定义 
由 8 到 自身 的 映射 度 这 个 重要 梳 念 。 在 建立 了 映射 度 的 基本 履 质 
后 ， 我 们 用 它们 去 证 骨 所 谓 代数 基本 定理 和 平面 长 的 Brouwer 不 


从 31 到 及 上 的 提升 映射 
我 们 定义 映射 e: 有 RS 为 e( 纹 = exp(2zit)。 指 数 函 数 的 通常 
性 质 说 明 e 是 连续 的 和 到 上 的 ， 而 且 是 从 加 法 群 R 到 乘法 群 3 的 
一 个 局 态 : 
elt +u)=elt)e(u), 
这 个 同 态 的 核 是 整数 子 群 必 。 
我 们 拟 用 映射 。 研究 圆 的 拓扑 竹 质 .要 
求 读者 把 ER 看 作 是 “ 柳 迭 于 圆周 3 之 上 的 、 


(SS 两 端 孝 无限 延伸 的 ”总 施 线 ， 亦 即 e 的 图 
= 象 。 (图 6.1) 
| 


设 X 是 拓扑 空间 ，f:X 一 >51 是 连续 映 

射 。 我 们 考虑 以 下 的 问题 ， 是 否 存 在 一 个 过 
续 里 射 了 :X- 一 > 使 得 -ee 了 9 人 
如 果 了 何以 找到 , 称 它 为 了 的 扣 逢 ， 3/ y 
并 说 是 可 以 提升 的 , 了 的 存在 性 Xf 
» 75 。 


河 题 就 是 众所周知 的 提升 问题 。 在 本 章 中 ， 我 们 以 记 讲 的 几 个 特 
殊 情 况 为 限 以 后 再 考虑 一 般 情况 。 

下 面 我 们 需要 e 的 相当 详细 的 拓扑 人 狂 质 ; 我 们 从 推 证 它们 开 
始 。 


6B.1 引 理 映射 < 的 限制 e' :J0,15 一 >5*-{1} 是 一 个 同 申 
芭 访 设 了 是 S5{ 世 的 任意 玫 佑 ，4= Ine (3)。 则 e-!(B) 霹 焦 
合 天 4A+ nnEZ) 的 闪 集 、 其 中 化 二 个 集 食 在 e1(B) 中 是 开 焦 : 
是。 论 时 出 簿 个 入 人 烈 3 上 上 的 一 个 辕 且 。 

证 明 ”由 前 面 记述 ，e" 古 连续 的 和 双 射 的 。 剩 下 只 需 村 证 明 
8/ :是 连续 的 。 对 于 每 个 xE&- {1}， 选 取 一 闭 区 闻 4c]0，1f 
使 得 e'-!(x) 在 A& 的 内 部 。 因 为 4 是 紧 臻 的， 根据 定理 1.11 的 的 
论 ，e' 诱 导 和 4 到 e' (4) 上 的 一 个 同 胚 , 但 是 e' (4) 显 然 是 x 的 一 个 
邻 域 ， 所 以 e'-! 在 x 处 连续 。 

为 证 明 第 二 部 分 ， 只 需 证 明 它 对 于 Bo= S!1 {1} 成 立 《 其 它 
情况 也 就 成 立 ) ,然而 e™1(B0) 是 开 区 间 族 Jn,n+1[=A+tn(nE€ 
的 分 离 并 ， 且 据 第 一 部 分 ，e 诱导 出 其 中 每 一 个 开 区 间 到 B36。 上 的 
一 个 同 肚 . 攻 

注 上 述 的 点 1€ 5! 仅 起 一 个 记号 的 作用 ; 对 于 5! 的 任 意 真 
子 集 B， 类 似 的 结论 成 立 。 

推论 殷 宕 f:X 一 >S :不凡 到 的:、 则 是 思 从、 

因为 引 理 表明 去 掉 一 个 点 的 5: 同 是 于 10,1[, 故 是 可 收缩 
的 ,加 

现在 我 们 可 以 证 明 


6.2 定理 “ 任 候 污 线 哆 壬 f:1- 一 5! 有 一 个 提升 了 :I 一 >R， 平 


入 -人数 可 后， 这 人 最 入 史 的、 罗列 ， 如 时 维 定 mE 售 


elao) = 攻 (0)， 则 存在 喷 二 的 择 和 了 使 分 了 (0) oo。 
证 明 “对 于 每 个 tEE 了 在 + 处 的 连续 性 蕴涵 若 可 以 找到 一 
个 e>0， 使 得 f[t - e，t+e] 是 S! 的 一 个 走 于 集 。 《严格 地 说 ， 了 
只 在 丰 ~e，t+ed 站 IT 上 有 定义 ，) 根据 Heine-Borel 定理 《 引 理 
1.10)， 存 在 有 限 多 个 区 闻 ]t 一 8,t+e[ 闭 沪 1 。 把 这 些 区 间 在 I 
中 的 所 有 端点 表示 为 
0=t0<ti<tr t=1. 
央 每 个 Et;_:，t1] 包 含 在 某 个 区 间 [t-8，t+8] 之 中 ， 也 以 它们 
在 下 的 绿 是 5! 的 真子 集 5; 
我 们 将 对 用 归纳 法 证 明 ， 在 在 及 [0,t;] 的 唯一 提升 映射 
了 了 :E05t1] 一 >B 僻 得 了 (0) = ao。 对 于 i= 0， 这 是 平凡 的 ， 假设 
对 于 i- 1 结论 成 立 。 设 bi & Si 〈 它 是 一 个 真子 集 ) ; 合 
elci)=b;, 


又 设 
Ai=e (Si) NL, cir 
则 引 理 6.1 指 出 e-1(S;) 是 开 集 族 41+n 的 分 离 并 ， 其 中 的 每 一 个 


都 网 胚 地 英 射 到 S; 上 。 设 m, 是 使 了 (tisi) E A1 +-ni 的 整数 ， 
es:Ai+n4 一 >5; 是 由 。 诱导 的 同 胚 。 则 可 以 在 [fi-:，#] 上 定 
义 了 为 e1-1。 f 。 根据 定理 1.7， 它 与 [9，t:_1J 上 的 了 组 合成 一 
个 [0，ti] 上 的 连续 函数 。 显然 它 提升 了 了 , 反之， 任意 一 个 从 
[ti-1， tt] 到 U, (4&4; ++#) 的 连续 提升 映射 因为 [t;-:,，t;] 是 连 
通 的 ， 所 以 它 必然 全 部 跑 射 到 某 一 个 4; +n 内 (它们 是 分 离 的 泊 
集 ， 故 确定 了 一 个 分 划 ) ， 而 因为 5 :是 映射 到 Ai +ni 内 的 ， 所 
以 [ti :，t 必 全 部 映射 到 4; +n1 内 .因而 提升 就 叭 一 地 确定 
了 .这 完成 了 归纳 步骤 ， 也 就 完成 了 定理 的 证 明 。 攻 


6.3 引 理 。 邵 果 用 了 替换 1,(0,0) 将 换 0. 害 再 6.2 仍 然 成 辫 。 
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证 明 ”这 可 按 相同 的 方式 进行 我 们 仅 指出 与 前 面 的 证 明 不 
同 之 处 。 

我 们 选用 其 达 平 行 于 公 标 轴 的 小 矩形 代替 区 闻 此 一 ey f+]。 
Hieine 一 Borel 定理 仍 可 继续 应 用 。 用 所 有 匈 形 的 番 直 边 的 x 坐标 
去 分 割 第 一 个 因子 【如 前 ， 水 平 边 的 y 坐标 分 割 第 二 个 因子 为 
0=m<w<…<cuw =1。 古 矩形 

Ci = {ta tS, Wa Su} 
上 归纳 地 扩张 了 。 通 过 当 j<I 或 当 j=1 而 i<k 时 指定 Ci 在 C1 的 
前 面 ， 从 而 赋予 这 些小 矩形 一 个 次 序 。 

需要 进一步 指出 的 只 有 一 点 ， 就 是 在 所 有 前 面 的 方块 上 都 已 
经 定义 了 了 ， 面 试图 在 C1y 上 定义 了 时 ，C1， 上 了 已 经 有 了 定义 
的 部 分 《 亦 即 Ci ; 与 前 面 的 方块 的 交 》 构 成 C,; 的 左边 ， 或 下 边 ， 
或 它们 的 并 或， 在 Cu 的 清 况 ， 是 左下 角 ) 。 在 各 种 情况 中 ， 
这 个 集合 是 非 空 的 和 连通 的 。 因 而 它 在 册 (4;， + 四 中 的 了 下 的 
象 ， 必然 企 部 位 于 Ai +aii) 内 ， 这 里 ar) 是 一 个 适当 前 整数 。 证 
明 的 其 他 部 分 没有 什么 变化 ， 


映 峰 度 
现在 我 们 准备 研究 S: 到 自身 前 瑞 射 。 设 1:5' 一 >S!: 考虑 
图 表 


根据 定理 6.2， 映 射 8 是 fo (el D 的 一 个 提升 。 由 于 e(0) = e(1) = 
1, 有 
el(g(1)) =f(e(1))=f(e(0)) =elg(0)), 
。78 ， 


所 以 g(1) -8(C0) 是 一 个 整数 。 这 个 整数 称 为 了 的 映射 度 ， 记 作 
des 1。 7 的 任意 其 它 的 提升 g' 部 可 由 g 通过 平移 一 个 整数 n 而 得 
到 ， 所 以 

8 (1) 一 8 (0)=g8(1)+n— (gC0) +n) =g(1) —g(0), 
即 ， 映 射 度 与 提升 的 选取 无 关 。 下面 将 指出 映射 度 的 概念 对 于 解 
决 我 们 关于 圆 的 映射 的 所 有 问题 是 有 效 的 。 


6.4 定理 峡 射 度 宫 义工 一 个 群 风 构 

deg:H1(S) SZ. 
关于 1;5 一 >5' 的 下 列 徐 个 条 件 是 等 给 的 

DD 了 晟 零 价 的 ， 

训 了 的 映射 度 为 0 。 

ii f 有 一 个 先生 的 卸 升 了 :5S: 一 >R 。 

证 明 定 至 最 难 的 部 分 是 证 明 互 相同 伦 的 映射 有 相同 的 映射 
度 ， 从 而 映射 度 deg 可 以 看 作 于 :CS 上 的 函数 。 我 们 首先 证 明 这 
一 点 ， 

设 F:S1x -~ 一"S! 是 与 六 之 间 的 一 个 同 伦 。 考虑 图 表 


CelDxi le 
yxI—Ems! 


根据 引 理 6.3， 可 以 构造 一 个 提升 G .用 t，& 表 示 I XI 中 的 举 标 。 
现在 是 了 的 一 个 提升 . 其 中 
Bt) =G(t, 0)。 
因而 
deg 1=G(1;0) -G0,0), 
类 似 地 
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deg f’ =G(1,1) -GC0,1). 
考虑 定义 在 TI 上 的 w 的 遂 数 

at) = GW) ~ G0,u). 
因为 e(G(1,Ww)) = PC15w) =e(G(0,w))， 故 4 取 整 数值 ， 它 也 是 
连续 的 ， 又 因为 I 是 连通 的 ， 所 以 是 常 值 函数 ， 而 且 

degf =a(0) =d(1) =deg f’» 
这 正 是 所 需要 证 明 的 。 

这 样 ， 我 们 就 有 了 一 个 完全 确定 的 映射 

degiE(S1D -—>2, 
它 是 一 个 同 态 ， 因 为 设 了 ，# :3 一 >S! 是 连续 的 , 又 g，g’ :I 
一 全 及 分 别 是 feel IT) 和 f7。e 7) 的 提升 ， 册 因为 e 是 同 态 ， 所 
以 g+g' 就 是 (fof')otej 了 ) 的 提升 。 因 而 

deg(f:1/)=(g+g’) (1)- (g+g’)(0) 

=8(1) —g(0) +g’ (1)-g’ (0) 
=deg f+deg f’. 
为 证 明 deg 是 到 上 的 ， 列 出 英 射 度 为 上 的 映射 就 是 够 了 .事实 上 ， 
对 于 任意 整数 x， 考 虑 n 次 筹 映 射 
DriSl—rS!, 

定义 为 p,(z) = z"。 又 因为 是 同 态 ,所 以 映射 i: 一 >mt 是 
pe(el I) 的 提升 。p, 的 映射 度 为 R* 1 一 rR*0 =n。 

为 证 明 deg 是 内 射 的， 只 需 证 明 它 的 核 为 ?"， 即 映射 度 为 0 的 
映射 是 零 伦 的 。 而 这 正 是 论断 (iD 一 > (1) 。 它 将 由 我 们 现在 就 来 
进行 的 证 明 的 最 后 部 分 得 到 。 

人 一 > (ii)， 因 为 如 果 f 同 伦 于 f6， 根 据 定理 的 第 一 部 分 
deg 了 = deg 加 ,而 常 值 映 射 的 映射 度 为 0 其 证 明 与 对 上 而 的 ps 的 
证 明 相 同 》 。 

(ii 一 > 《iii) ， 因 为 当 了 的 喘 射 度 为 0 时 ，#(elI) 有 一 个 
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混 升 8 全 得 5(1) = 8(0) 。 现 在 定义 了 的 提升 了 :8 一 > 玉 为 
gs(el TD-+。 仅 在 1 处 可 能 出 现 混乱 的 情况 ，(el 了 (1) = {0,1})， 
但 g(0) = 8(1)。 字 在 除去 点 1 外 各 点 处 的 连续 性， 可 从 8 和 
(elD-! 的 连续 性 〈 引 理 6.1 中 指出 的 ) 得 到 ， 而 在 点 1 处 的 过 
全 性 由 于 它 在 每 --- 便 都 是 连续 的 ， 如 同 在 定理 1.7 所 证 明 的 那样 ， 
也 成 立 。 我 们 也 可 把 中 分 解 成 两 个 半 回 ， 再 直接 应 用 定理 1.7. 

(i) 一 > 1， 因为 及 大 可 收缩 的 ， 族 任意 映 币 了 : S1 一 > 有 
间 伦 于 常 值 映射 为 ， 根 据 引 理 5.2，j = e* 了 ~eo 思 . [| 


应 用 

现在 提出 映射 度 的 概念 的 一 个 重要 应 用 。 

8.5 定 更。 (人数 入 本 害 贡 .的 作 和 多 项 并 廊 个 外 
-要 

证 明 我 们 假定 它 没有 根 ， 从 而 找 出 矛盾 。 记 该 多 项 式 为 


P(z) = aiz'， 其 中 a, 尖 0。 
Lt 


用 a, 去 除 各 项 ， 因 而 不 失 一 般 性 ， 可 设 a, = 1。 定 义 映 射 F:Stx 
及 :一 SI 为 
P(rz) 


F(z,7)= 让 CaT 


若 忆 不 为 零 ， 则 忆 是 完全 确定 的 ， 且 显然 是 连续 的 。 而 且 ， 如 果 
记 f,(z) = F(z,r)， 则 F 在 映射 六 1, 之 间 提 供 了 一 个 同 伦 、 而 fo 是 
常 值 的 ， 其 肌 射 度 为 0 ,我 们 将 证 明 ， 对 于 足够 大 的 +， 了 ,的 映 
财 度 为 x 。 这 就 是 所 要 求 的 矛盾 。 
选取 ， 
R>max (le, 1). 
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则 对 于 |z] =1， 


a 
pas (Rz)i 
:= 


aa 
< lalR’ 
Ey 


<R"" lol 
i=0 


<R"=|(R2)"|, 


et | 
二 arCR21 


ED 
Ra <1, 


特别 地 ， 由 此 得 到 P(Rz)/(Rz)" 具 有 正 的 实 部 。 因 而 


PORz) | (Rz)p | 。 有 (2 
(Rz)” | 卫 (Rz) z" 
也 具有 正 的 实 部 。 根 据 引 理 6,1 的 推论 ， 映 射 
LE 


CR 
2 


的 映 墓 度 为 0 。 所 以 degja 等 于 映射 + 一 >z" 的 映射 度 ， 后 者 前 已 
证 明 为 x*。 定 理 得 证 . 雷 
另 一 个 重要 应 用 是 


6.6 定理 《 洋 而 上 的 ,BIORNSK 不 动 点 密 现 、 .任意 吹 
和 2 训 一 企 丰 到 点 。 

证 明 假定 不 是 这 样 。 则 对 于 xE Ds，x 和 f(x) 是 不 同 的 . 命 
(Xx) 是 从 点 1(x) 到 点 x 的 线段 《延长 线 ) 与 S! 的 交点 (图 6.2) 。 
显然 ，$ 连 续 地 依赖 于 x 。 
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天 全 
#7) 
括 8.2 


因而 $:D’ 一 >S! 是 一 个 映射 ， 现 在 加 |S! 是 人 恒 同 映射 映射 度 为 
1 工 。 另 一 方面 ， 忆 :是 可 收缩 的 ， 故 % 同 伦 于 常 值 映射 ， 特别 地 ， 
$S: 也 同 伦 于 常 值 映 庙 , 因 而 它 的 映射 度 为 0， 这 是 一 个 矛盾 . 国 


进一步 的 发 展 

我 们 在 下 一 章 将 继续 深入 的 计算 . 这 里 所 使 用 的 方法 是 针对 
涉及 到 的 特殊 情况 的 ， 所 以 多 少 有 点 特殊 。 然 而， 大 部 分 结果 是 
不 难 推广 的 . 鲁 如 定理 6。4 可 推广 到 双 射 

deg:[S", S*J——*2 

的 结构 。 任 何 一 本 关于 辣 伦 论 的 书 (Hu，Maunder 或 Spanier) 
都 可 提供 证 明 。 

Hu, S$.T., ¢Homotopy theory», Academic Press, New 
York，1959 。 

Maunder, C, R. F,, &Algebraic Topology», Van Nostr- 
rand, Princeton, 1970, 

Spanier, E. H. , Algebraic Topology», MeGraw-Hill, 
New York, 1966, 


练习 和 问题 
1。 运 用 第 1 章 练习 7 的 结果 把 引 理 6.1 芍 推论 推广 到 5S* 。 
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2. 四 设 了 和 8 是 趴 射 S1->S1， 使 得 f(1) = g(1) =1。 定义 J*g45S1->5! 为 

11?) 若 z=%+ yy. 0, 

frg (2) =) 

(8(z2)》 著 z=%+ 苞 。y<0。 
诈 明 f,g 是 完全 确定 的 和 连 团 的 。 
b) 用 degf 和 deggiF 算 deg (jg), deg(f°8), deg(f*8). 
中 下 列 映 射 
ls 1, B, Fog, fg fleg, foly fe8s fog-!1, gef, fogs 
feog!, gof, Bf"! 
中 的 枉 意 两 个 必 辐 伦 码 ? 在 这 些 喘 射 中 ， 尽 可 能 多 地 写 出 你 他 找 到 
的 明显 的 同 伦 哑 射 。 

证 明 C 上 的 次 多 项 式 方程 有 n 个 根 ( 恒 根 按 重 数 计 个 数 ) 。 [提示 办 

剩余 定理 ]， 

4 设 P 是 C 上 的 多 项 式 卫 数 ， 它 在 S: 上 不 为 0. 焉 明 P(2) = 0 的 具有 | 4 之 
1 的 根 的 个 数 等 于 映射 天 S1->5+ 的 度数 ， 其 中 f(z) =P(z)/iP(2)1。 
[提示 :分解 P， 并 首先 证 明 当 是 线性 时 的 结果 。] 

5。 设 S 如 引 理 6,2 中 所 示 ， 证 明 e-' (5) 同 止 于 Sx 名。 

6。 设 jf:S1>5S' 使 1(1) 半 1; 又 设 $: 及 下 尼 可 微 并 满足 eo 中 = 了 ee， 假定 5(%x) 
是 整数 时 ，$" (xz) 夫 0. 设 存在 x 的 p 个 值 ， 且 0<-<<1， 使 得 $(x) 是 整 
数 ，$" (zx) >0。， 又 有 个 值 使 得 6 人 (xz) <0。 证 明 degjf =p 一 4、 

7. 证 明 任 意 映 射 1:I->I 有 不 动 点 。 

38、 证 明 ， 车 全 S1->5S1 和 degf1, 则 了 有 不 动 点 。 

7". 映 血 :Y 一 X 是 要 渤 陕 射 ， 如 果 对 于 每 个 xEX， 可 以 找到 x 在 X 中 区 
一 个 邻 域 N， 一 个 咨 散 空间 D 《例如 有 限 集 或 Z) 以 及 同 且 和 :N x D-> 
信 !1(N)， 使 得 对 于 所 有 n EN，d &€ D， 了 $n,d)) =n, 证 明 下 列 各 点 
站 着 1:Y->X 是 禾 夫 映射 X'CX 和 Y=f1(X')， 则 YY'->X' 是 覆 

迁 映 射 ， 
如 着 f1:Y 1 一 X14 和 f2:Y2-> 久 ;都 是 覆 送 映射 ， 则 
fxf2:Yy XYa->X1 x Xa 
也是 材 达 喘 射 。 
有 


口 若 f:Y->X 和 5:Z->Y 都 是 枫 选 映射 ， 岗 
f°-8:Z—>X 
订 是 覆 迭 映射 
办 Dp，:S!->S1 是 标 迄 映射 。 
@) 车 f:Y 一 X 是 釉 送 贞 射 ，p:I>X， 且 y 6 了 满足 f(y) = 了 (0)， 则 存在 
啼 一 的 PEI>Y 使 得 fo 了 一 p 且 PC0) = 
力 设 ， 
StVSt= (St x {1 U (1}x5')CS' xS!， (记号 如 引 理 8.3)， 
又 设 1:>S1VS' 是 exe: 下 x 及 一 S' x5! 诱 导 的 覆 渤 跨 射 “与 上 人 太 
{a) 中 的 相同 ]。 试 描述 LCR?， 并 找 一 个 不 是 零 伦 的 映射 8:51 
工 .证 明 
jo8iS'~>S1VS! 
不 是 零 伦 的 。 但 if*g 是 零 伦 的 。 
10。 证明 ， 若 x EH'!(X) 且 n*x=0， 则 x=0。[ 提 示 ; 用 了 :XX~>5! 代 表 x， 
王 明 p。 fc0， 并 且 把 它 提 升 ,] 
11。 设 1:S 一 S'、 定 义 J' :S13C《 求 微分 ) ， 使 得 


= 1 下 (他 
esf = prs Pe Ra. 
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第 7 章 提升 和 扩张 问题 


导言 

我 们 已 经 看 到 拓扑 学 研究 的 是 拓扑 空间 种 连续 映射 ， 还 看 到 
了 空间 和 映射 的 结构 与 分 类 〈 例 如 用 同 伦 分 类 ) 在 这 个 课题 的 发 
展 上 起 着 很 大 的 作用 。 在 构造 映射 中 ， 一 个 关键 的 问题 是 因子 分 
解 。 

这 有 两 种 形式 。 


提升 问题 ”给 定 了 了:X->Y，8g:Z->Y， 何 时 在 在 天 :X->Z 使 
得 gsj =f? 


pe 


/ 
2 


A 
扩张 问题 给 定 8:8 一 >A，f:8 一 >C， 何 时 存在 h:A 一 > 
C 使 得 heg=127 
| 


了 
ff 
。 


Co 


〈 它 之 所 以 称 为 扩张 问题 ,是 因为 通常 在 实际 中 B 是 4 的 子 空间 ， 
8 是 包含 映射 ， 故 及 一 一 如 果 它 存在 的 话 一 一 把 定义 在 上 的 
映射 了 扩张 到 4 的 全 部 。》 
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我 数 拓扑 学 的 方法 对 于 证 明 因子 分 解 的 不 存在 性 ， 提 供 了 一 
个 标准 的 步 怠 ， 对 此 ， 我 们 将 用 -个 简单 的 例子 来 说 明 。 

例 

B=C=S1，A=D:, 了 = 人 恒 同 映射 ，g = 包含 映射 。 
不 存在 映射 1:S: 一 >S! 到 映射 D? 一 >51 的 扩张 .因为 如 果 存 在 。 
考 碟 


Ze) se HA 全 


=1 A 
‘ BauHi(C) 


我 们 有 1= 了 = g"h* =0. 但 零 映 射 与 但 癌 映射 2 一 >Z 是 不 同 的 ， 
这 是 一 个 矛盾 。 
一 般 ， 我 们 可 以 首先 问 ， 是 居 存 在 hr 以 解 出 代数 因子 分 解 
问题 ， 
h*og" 一 六 《对 于 提升 问题 ) ， - 
g oh" =J* (对 于 扩张 间 题 》、。 
如 果 我 们 不 能 找到 及 ”满足 它们 ， 就 必定 不 存在 连续 映射 hh。 
问题 的 正面 的 解答 只 能 来 自 构造 映射 尺 的 直接 方法 .在 这 一 
章 ， 我 们 提供 两 种 这 样 的 技巧 。 由 于 直接 构造 基 困 难 的 工作 ， 因 
而 这 是 本 书 最 难 的 证 明 。 


提升 问题 

对 予 提升 问题 ， 我 们 仅仅 考虑 当 g:Z ->Y 是 c: 且 一 ”SI 这 种 请 
党 ; 对 此 我 们 给 出 丙 个 结果 。 其 一 提供 了 一 个 较 好 的 计算 检验 法 
《特别 当 x! 或 硬 已 知 时 ， 参 阅 (14.7)》 其 二 在 理论 上 则 更 有 用 。 
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7.1 定理 ( 单 信 定 理 ) 设 XX 是 1.p.c. 守 间 ,，f:X->5S1 是 
陕 是 。 、 则 了 有 提 逢 了 了: :XX 之 及 当 且 仅 当 对 于 对 于 所 有 的 带 绪 映 计 1S!1-> 
和 ER 
这 种 映 碳 工 称 为 《多 中 的 ) 图 。 


， 证 明 首先 假定 了 存在 。 则 了 .1 是 /1 的 提升 ， 根据 定理 6.4。 
deg(fol) =0。 反之， 做 定 对 于 任意 图 ! 等 式 成 立 。 
因为 据 引 理 4.6) 道路 连通 分 支 在 大 中 是 开 集 ， 如 果 对 于 
每 个 道路 连通 分 支 C， 可 以 把 路 C 提 升 到 六 |C。 则 当 所 有 的 放 C 
连续 时 ， 组 侣 映射 子 :X-> 及 出 是 连续 的 。 因 而 我 们 可 以 假定 入 是 
道路 连通 的 。 - 
现在 取 xoE XX 和 ao CR 使 广 e(ao) = 了 (xo)。 对 于 任意 xEX， 选 
职 道路 P:7->X 连 结 x 到 x 、 根 据 定理 6.2， 可 以 唯一 地 把 fp 器 天 
到 Io :I>R, 使 得 了 P (0) =ao, 如 果 了 存在 ， 了 了。p 就 是 f*p 的 
投 开 ， 故 它 等 于 和 5 ， 因 而 了 (x) 必 等 于 了 (p(1)) = P01). 这 
样 我 们 就 定义 了 (xz) = 他 5 (1)，。 
下 而 证明 这 个 人 与 了 无关。 因为 车 设 q: 了 -> 以 是 连结 xo 到 x 
- -条 道路 ， 则 p 与 4 确定 了 一 个 轩 !:S1- 一 > 天， 其 定义 为 
DP(1- 2t), 0 ct 车， 


Het)) = 
a026-1D)， 二 <ts1， 

注 总. 在 上- 二 处 ，p(0) = xo=&(0)。 同时 有 

He(0))= PCD =x= g(1) = Hell)), 
因而 此 定义 是 相 容 的 。 因 为 e"! 是 连续 的 《 引 理 6.1) ， 所 以 1 在 
得 全 于 国 Imz>0 与 Imz<s0 上 都 连续 。 则 根据 定理 1.7，! 是 连续 : 
的 . 据 假设 ，degs(j*1) = 0。 我 们 知道 f! 有 一 个 提升 , 称 它 为 8 ， 
其 中 

”8 


~、 1 
fep (1-21), 0<t<3， 
g(t) = 
Fa DF rl. 


(再 注 意 到 它们 在 t= 二 处 是 一 至 的 ,具有 公共 信 cs。) 因 而 8(0) 


=g(1)， 此 即 了 (1) = 六 9(1)， 这 正 是 所 要 求 的 。 

这 桩 ,了 :Xx 一 > 是 一 个 完全 确定 的 丙 数 ， 使 得 ee 了 = 了 。 
至 此 就 只 剩 下 要 证 了 是 连续 的 。 

设 xE XX， 因 为 了 连续 ， 则 x 有 一 个 邻 域 W ,使 得 1(W) 是 5! 的 
真子 集 、 又 因为 X 是 1.p,c。 的 ， 则 可 以 找到 * 的 道路 连通 邻 域 
如 CW. 命 1(U)=SC4s-， 则 据 引 埋 6.1， 可 以 把 e=:(S) 写 成 为 某 
个 集合 的 一 族 平 移 集 合 的 分 离 并 .把 包含 了 (x) 的 那个 平移 集合 
记 作 4 。 我 们 将 证 明了 (U)cA。 这 样 就 得 到 了 | 口 是 1 与 一 个 
司 胚 的 合成 ， 这 个 同 胚 古 S! 上 由 e*! 所 诱导 的 到 4 上 的 同上 胚 ， 所 
以 了 了 IU 连续， 因为 是 x 的 令 域 ， 所 以 了 在 x 处 连续 . 

为 证 明了 (U) CA， 设 YEU。 选取 从 xo 到 ?区 道路 了 ， 使 它 
人 先 经 过 x， 闭 么 它 在 UU (是 道路 连通 的 ) 内 到 达 y。 则 fsp 从 
(xe) 走 向 1 堆 ， 并 在 5 内 到 达 J(Y)。 所 以 了 EP 从 ao 走 向 下 (x》 

(根据 后 者 的 定义 ) ， 并 在 e-:(S) 内 到 达 了 (3?)。 然 而 ec*:(S) 中 
从 从 内 开始 的 道路 必须 全 部 都 在 4 中 (参阅 定理 6.2 的 证 明 )， 所 
以 了 (?)E A， 这 正如 所 断言 的 图 

作为 这 个 定理 的 一 个 推论 ， 有 下 面 的 结果 。 


7.2 定理 设 X 和 YY 是 连通 的 和 1.1 De fi XY 这 5! 是 
觅 射 ， 《xoryo) GXXY 晤 一 居 一 个 点 全 得 站 XX 2 和 TxtxY 共 用 
TT 

证 明 ”我们 必须 证 明 ; 对 于 任意 询 国 1:Si 一 XXY,deg(foD) 
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= 0 事实 上 从 定理 7.1 的 证 明 可 知 ， 只 筑 证 表 对 于 任意 使 (1 》 
= (x,yo) 的 疾 成 立 就 足够 了 。 设 1 (el17) 有 分 量 p:I*X，4qg:I> 
Y. 我 们 必须 证 明 如 果 这 提升 为 映射 8E: 了 -> 及 。 则 二 (1)= 
C00). 

定义 映射 P:Tx IT 一 和 ，B8:TxT>Y 为 


2t 
p(s——), OSt<1-—wu/2 
P(tsu) = | (2) ’ 
p(1) =xo，1 一 &A2<fS1ly 
q(0)= yo，n<st<suA2， 
Q (tu) = | ns 
,2 tl. 
骨 对 于 任意 的 由 ，P(0a) = 各 = Po) 及 CO = Y= O(1, zy。 
记 
G=f° (PxXOQO):IXI>S!, 
则 气 引 理 6.3，G 有 连续 的 提升 GTxT 一 >R。 因为 GC(0,w) = 
一 ~ { 
G01:W)， 则 G (WW) 一 G (0, 凤 是 整数 ， 且 与 v 无 关 。 


命 u=0， 我 们 看 到 这 个 整数 恰好 是 8 (1) - 8 (0)。 再 命 = 
1 我们 发 现 对 于 0<<1<< 去 ，(P x 8) (ts1) 在 Xx {Yo} 中 播 出 -- 
个 国 ， 对 于 喜 <t<1， 在 {xo}xY 中 描 出 一 个 图 。 定 理 的 假 设 瘟 
涵 其 中 每 一 个 与 了 的 合成 瞻 射 度 为 0 。 所 以 


GD -6G( 了 1)=-G05D， 


以 及 和 数 为 0 者 
现在 我 们 进 到 关于 了 的 存在 性 的 第 二 个 判别 准则 ， 这 就 是 f 
出 伦 于 常 值 映射 。 更 一 般 地 ， 我 们 有 
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7.3 定理 〈 对 于 .< 的 同 众 提 东 恬 质 ) 、 设 XX 其 室 间 ， 公 :X 玉 
及 二 了 瞻 身 了: 5XxEzSt 是 同 众 ， 全 伪 得 对 于 XE. KX, P(x ECs 
e702 加 麻 史 一 的 网 仍 Xx 人 -2 仿 拔 .2 < 克 名 克 


U0 f(x}, 
注意 芒 ， ， 这 里 不 必 假 设 局 部 道路 连通 。 
证 明 如 果 于 存在 ， 则 对 于 每 个 xEX， 


4 下 
是 一 条 道路 1 一 -上 R， 它 也 是 从 了 到 S! 的 映射 + 一 > (xs) 的 提 
升 ， 并 且 有 0 一 > 了 (xz)。 

据 定理 6.2， 这 些 条 件 实际 上 决定 了 唯一 的 一 条 提升 道路 
PR, 因此 我 们 用 (xst) 表 示 它 在 + 处 的 值 。 由 这 个 定义 ， 性 
质 eeF =F 及 F(x,0) = folx) 成 立 ， 而 且 我 们 已经 证 明了 唯一 
性 。 我们 还 到 证 明 所 构造 的 映射 了 是 连续 的 。 

对 于 每 个 (x,f) EXXI， 选 取 e,, 使 得 

d(x’ gt) (Xs) ess 
蕴 医 
PFCx ,t’)— F(x,t)| <1. 


区 间 族 ]t- 寺 e:.,，t + 去 8 ，[ 构 成 紧 致 空间 ! 的 -- 个 开 莉 盖 。 
选取 有 限 子 狗 昔 ， 对 应 于 <ba<…<fti, 并 设 上 是 所 有 这 些 et = 
去 ep， 中 最 小 的 ， 以 及 D =U,(x) NX。 我 们 将 用 对 + 的 归纳 证 


瑚 ， 对 于 jt -ti|<e; ，F 在 (x,t) 处 是 连续 的 。 
显然 ， 可 以 假定 区 间 
ti ei tiws teimi [SJ]ti -er, by teit 
有 重 氨 ， 设 ww 是 一 个 公共 点 ， 并 取 w =0。 因 而 我 们 可 以 假定 
到 JUx {wi ) 在 (x, wi) 处 连续 。 由 上 面 的 构造 ， 
“gi.。 


PFCx 卫 一 zj， 二 十 Bi[) 
是 :的 -一 个 真子 集 S ， 如 同 在 引 理 6.1 中 那样 ， 记 
es (3S) = U4+ams 


其 中 记号 A 选取 为 使 得 F(x，w;)E A。 因为 FIDx fw } 在 (x， 
#,) 处 连续 ， 故 在 U 中 存在 x 的 邻 域 V 使 得 F (Vx fw)) 己 4。 
因为 4 是 连通 的 ， 故 对 于 每 个 EV， 
FUY} x I- es, titet) cA, 
蕊 而 
FVxIt-e, ttei[DcA。 
设 e :4 一 >5S 是 e 的 限制 ， 据 引 理 6.1， 它 是 辐 五 呐 射 ， 风 
FIVxIt- et+ert) =0 -1oF|(VX It-e;s ttei), 
是 两 个 连续 映射 的 合成 ， 所 以 它 也 是 连 忽 的 。 这 就 完成 了 归纳 步 
葬 . 图 


推论 “对 于 任 灌 空间 三， We oR 当世 
名 省 它 辐 从 于 一 个 党 信里 由 

二 必要 性 是 平凡 的 : 因为 及 是 可 收缩 的 ， 了 是 罕 伦 的 ,因而 
+ 了 = 了 也 是 零 伦 的 《比较 定理 6,4 中 (iii) 之 的 证 明 ) ,反之 ， 
著 喇 :fof， 且 fo 是 常 值 映射， 其 象 为 2， 选 取 aoE 有 使 得 e(ao) = 
"2, 又 投放 是 和 为 aa 的 常 信 映 射 。 ， 则 根据 定理 ， 可 把 辐 伦 F 提 
升 到 了 :x1 一 >RR。 则 由 了 (x) = F(xs1) 所 定义 的 喘 射 了 : X-> 
就 是 了 的 提升 . 国 


“扩张 问题 
现在 我 们 进入 本 章 开始 提 到 的 第 二 个 问题 ， 并 联系 图 表 
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了 一 
人 


Be 
\/ 


一 一 > 


显然 ， 如 果 环 存在 ，8(x) = 5(?) 昔 酒 
fx) =h(g(x)) = 和 (8(Y)) = 于 3)。 

要 作 的 一 个 合理 的 假设 是 使 8 是 一 个 内 射 ， 而 更 方便 的 是 假定 8 
是 肉 入 ,进一步 , 如 果 说 a€ A 是 BB 中 一 个 点 的 序列 [bp,} 的 极限 
则 必须 假定 点 列 {f(b,)} 的 极限 存在 ， 并 定义 为 h(a)。 为 了 避免 
这 些 分 析 上 的 问题 ， 假 定 A4 事 实 上 就 是 B 的 闭 子 空间 是 明智 的 。 
因而 我 们 上 内 限 于 考点 这 样 的 问题 ， 定 义 在 B 的 痕 子 空间 4 上 的 映 
财 了， 是 否 有 在 B 上 的 连续 的 扩张 。 因 为 我 们 已 经 绕 过 了 因子 分 
逢 问题 的 分 析 上 的 困难 ， 因 而 这 个 限制 了 的 问题 实际 上 就 是 代数 
问题 。 

在 这 一 章 中 ， 我 们 给 出 解决 一 种 在 特殊 铺 况 下 扩张 问题 的 重 
要 结果 。 . 


7.4 定 至 CTiete 扩 张 央 更、 庆 忆 打 灾 同人 是 基因 天 家 
总 了 是 守 攻 的 一 企 罗 区 间 。 则 会 二 污 针 史册 大 4 一世 有 有 一 汉 
和 

罗 为 所 有 的 闭 区 间 都 是 同 五 的 ， 所 以 可 用 区 间 [- 1， 菇 蔡 换 
了 "首先 证 明 一 个 引 理 。 


7.5 引 理 变 权 人 > 有 对 于 所 有 的 x 有 | 及 KE. 风 让 
在 连续 映射 :8 一 > 有 使 得 对 于 xEB，|H(%x)i < 二 k 以 及 对 于 


-~ 


xE A, Ih(x) ~ HOG) EHR 
人 


证 明 设 
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全 = wj = 加工- 和 -下 因为 有 


是 连续 的 ， 所 以 它们 都 是 A 的 闭 于 集 。 又 因为 4 在 中 是 闭 集 ， 
所 以 4” 和 有 :在 B 中 也 是 闭 集 。 根 据 引 理 1.4，x 一 d(x， 有 1) 是 从 

.到 R, 的 连续 殴 数 ， 它 仅 在 4+ 上 的 值 为 0， 对 于 A 有 类 似 的 结 
果 。 因 而 8(x,A*) +d(xy4”) 在 日 上 永 不 为 0， 以 及 函数 


axy4-) -acxcyAhr) 
HX) Bk grr a) ra, AT) 


是 完全 确定 的 并 在 马上 连续 ， 显然 ，|H(x)1<<33k， 
又 如 果 xE A4 且 k(x) 汪汪 k， 则 xE A+， 目 4(xsA*) =0， 敬 有 
(x) = 村 KE 和 
0<h(x) -HO Hk, 


著 h(x) 所 一 地 k, 有 类 似 的 结果 .但 是 如 果 - 了 5<H(Cx) 必 计 k ， 


则 
[HX) — k(x) | IHG) | + Ix) | < [ 


定理 7.4 的 证 明 给 定 f:4>[ 一 1,1]。 根 据 引 再 ， 取 k=1， 
h-j 我 们 可 以 白 到 :3 一 [ - 吉 ， 手 ]， 使 得 对 于 xE 4，|j(x) 
-Fi(x) |<<， 再 对 k= 扫 ， = Pi14 应 用 引 理 。 归纳 地 假定 
对 于 i<n 1， 了 映射 Fi: 一 > 已 经 构造 好 了 ， 使 得 在 B 上 
1P (91<257278  ， 腑 及 对 于 xE 4 


io - 立 P < 人 (全 ) 。 


ry 


sg94 * 


应 用 引 再 ， 取 


h=f~ 部 (F,14) 和 和 k=(2)™ ， 


我 们 得 到 满足 相应 条 件 的 映射 F, 。 据 归纳 法 ， 可 以 假定 对 于 所 有 
的 宇 ，F. 已 经 构造 好 了 。 则 因为 |P; (x) |<<21~!/3' ,序列 工 F; 在 
巨 上 一 致 收 伍 〈 根 据 Weierstrass M- 判 别 法 ) ， 故 〈 和 参阅 下 文 ) 
它 的 和 是 一 个 完全 确定 的 、 连 续 的 观 射 P:B-> 玉 ， 使 得 


had 2i=1 
lr T=1. 


在 不 等 式 中 让 i 趋向 无 穷 ， 我 们 看 到 ， 对 于 x€ 4, f(x) = 了 (x 。 
因而 P(x) 满足 定理 所 要 求 的 条 件 , 填 

为 了 那些 不 名 悉 一 致 收 全 性 概念 的 读者 ， 这 里 我 们 提供 在 定 
理 7.4 的 证 明 中 南 工 F, 所 定义 的 映射 忆 的 连续 性 的 完整 证 明 。 

给 定 pE3 和 e>0， 我 们 必须 找到 6>0， 使 得 BE B，d(b,8’》 
<6 蓝 酒 |P(b) ~ FCb' )1<e。 选取 使 得 (了 ) <e/3。 册 对 于 所 
有 的 b EBD， 


ipt)- Er, do) <(3) <e/s. 


因为 之 F, 是 连 绪 的 ， 存 在 0 使 得 4(b,b') <0 歼 池 


Em (b) Fi (b')) | <e/3。 但 转 过 来 这 就 北 涵 着 !F(b) ~ 
Flb')|<e。 这 正 是 我 们 各 要 证 明 的 。 
推论 设 攻 虹 中 的 于 区 国 、 信 如实 座 所 训 、 则 全 一连 
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多 于 奸商 这 统 拉 犬 55 也。 

证 明 因为 所 有 的 开 区 间 〈 无 论 是 有 限 或 无 限 长 )》 都 是 同 征 
的 〈 参 阅 练习 1.5) ， 可 以 假设 =] 一 1,1[。 

据 定理 7.4, 了 有 扩张 设 g: B >[ 一 1,1]. 设 C=g-'{-1s1}。 
则 C 是 刀 的 闭 子 空间 ， 且 与 4 是 分 离 的 。 定义 h:A4UC> 了 为 
(4)=1，h(C) =0。 因 为 4 和 C 是 闭 集 ， 所 以 有 是 连续 的。 再 
据 定理 7.4， 它 有 连续 扩张 k:B -> 1 现在 可 以 定义 P 为 F(x) = 
s(x)k(x).。 国 


7.6 命题 变 也 是 天 则 、 人 4 县 其 网 子 实则 ,又 设 : 8 25、 
办 信之 了 > 人 oA 的 同 俯 :、 风 可 扩张 和 入 回信 全、 

证 明 定义 ,为 h(a) =g:《8)/gola) 。 它 是 常 信和 映射 入 1 
芍 问 伦 ; 根据 定理 7.3， 可 把 它 提 升 为 常 值 映射 4 > 0 的 一 个 同 
伦 Ax 1 一 > 有 RR。 因 为 Bx0UAxXxI 是 Bx I 的 闭 子 集 , 据 定理 ?7.4 的 
推论 ， 可 以 把 上 面 的 提升 扩张 为 常 值 映射 3 -> 0 的 同 伦 B x 工 -> 
卫 。 把 此 扩张 投影 成 同 伦 E,， 再 命 f = ke 刀 。 国 


推论 “没有 基 起 国人 时 其 卫 于 灾 间 、 具 4 8: 呈 委 从 
下 、 网 直人 张 为 优 下 对 友 呈 3 

取 如 和 & 为 命题 7.6 中 的 常 值 映射 。 还 是 提升 为 映射 4 -> 及 ， 
揭 定 理 7.4 的 推论 把 它 扩张 到 B 上 ， 再 投影 下 来 。 二 


进一步 的 发 展 

我 们 关于 提升 问题 的 讨论 集中 在 对 于 e 的 覆 迭 同 伦 性 质 
《CHF), 它 的 火 部 分 可 不 作 任 何 变 化 凶 推 广 到 -~ 般 的 “ 镍 大 空间 ” 
《例如 参 说 练习 6.9， 和 Spanier 或 Massey 的 著作 ) ; 某 些 可 准 广 
到 具有 CHP 的 任意 映射 (“ 纤 维 ”)。 最 后 一 个 结论 ， 命 题 7.6 

6 。 


CHEP)， 对 于 扩张 问题 起 一 个 对 偶 的 作用 。 关 于 这 些 性 质 和 它 
们 在 提升 与 扩张 问题 中 的 作用 的 较 详 尽 的 讨论 ， 可 在 例 如 Hu， 
Spanier 的 著作 或 Steenrod 笔记 中 找到 

Hu, $. T,, ¢Homotopy Theory», Academic Press, New 
York, 1959, 

Massey, W,. S.,«Algebraic Topology: An Introduction》， 
Harcourt, Brace and World, New York, 1967. 

Spanier, E, H,, Algebraic Topology», MaGraw-Hill, 
New York, 1966, 

“Steenrod 笔记 ”是 指 N。E。Steenrod 所 作 的 一 些 打字 讲 
义 《 上 同调 运算 与 扩张 连续 函数 的 障 碍 》(Cohomology opera- 
tions and obstructions to extending continuous functions) 。 
过 去 这 一 直 可 从 Princeton 大 学 得 到 ， 但 现在 据 我 所 知 , 得 不 到 
了 。 它们 写 得 很 美 。 


练习 和 问题 
1。 试 举 一 例 ， 有 空间 BB， 其 半 子 空间 及 及 映射 :4S!， 但 了 不 能 扩张 
成 侨 续 映 射电 51。 . 
2。 将 了 置换 为 下 列 各 种 情况 ， 证 明定 理 7.4 相 应 的 结果 ， 
9 ) 半 开 区 间 [Cy， 10 
旭 》 亚 ?中 的 闭 正方 形 ，0<xi<si，0Sxast 
“)》 已? 中 的 开 正 方形 0<xa<1l，0<xa<<I 
d) RR" 
e) Da 
8。 空间 X 是 及 ?中 三 条 直线 恬 ， 
x=0, 2KYyEl y= -2, Irels 
X=1, -2<y<1. 
与 曲线 
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y=8in(1/X), 0<x<l 
的 并 。 扳 造 一 个 映射 了 ;X->S! 使 得 (i) 对 于 每 个 国 1 :51 必 X,deg(f DD 
=0, 但 二) 不 存在 连续 的 握 升 子 :X-? 卫 。 证 明 你 的 映射 了 满足 (和 
0 . 
假定 连续 映射 1 :X->Y 使 得 对 于 每 个 图 小:S:-yY, 容 在 一 个 图 1:51 下 
XX 且 使 得 mfo 又 设 Y 是 1,pwc, 的 ， 且 8 :YS! 是 映射 使 得 8-f 有 连 
续 的 提升 X-> 有 R。 则 g 有 连续 的 提升 。 证 明 这 个 论断 。 为 证 明 : 如 果 & 
有 一 个 提升 ， 则 8of 也 有 ， 你 需要 一 些 什么 条 件 ? 
利用 下 面 得 到 的 结果 ， 重 作 定理 7.3 的 证 明 。 设 1:S!-?XxY 有 分 区 
也 射 和 与 &。 给 定 1 到 

x {p08) se {xo} xb 
的 回 伦 ， 后 者 的 定义 如 练习 6。2 所 示 ， 热 后 用 那个 练习 计算 deg! 。 
殊 子 空间 BB 巳 入 对 于 X 具 有 HEP， 各 果 对 于 任 一 映射 了 :A 玫 X 和 ho = 
嘎 B 的 同 伦 h，: >X， 存 在 fo =f 的 同 伦 f: 使 1: | B= 。 
&) 证 明 : 如果 BCA 对 于 太 具 有 有 HEP 且 了 5 :ByX， 则 了 与 8 中 
如 有 一 个 能 扩张 成 映射 好 XX， 另 一 个 就 也 能 扩张。 
b) 证 明 : 如 果 B 己 A 对 于 所 有 的 空间 部 具有 HEP, 则 在 和 4 中 存在 B 的 
令 域 局 及 映射 7 : 吕 - 卫 使 得 r13 是 昼 癌 映射。[ 提 去， 取 X=Ax0U 
BxI， 以 明 是 的 方式 定义 了 和 hh，， 并 用 映射 外 。3 
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第 8 章 计 算 


导 窒 

在 前 一 章 作 了 艰难 的 预备 工作 后 ， 现 在 我 们 准备 提供 计算 群 
型 (X) 的 例子 。 首 先 证 明 一 个 一 般 性 的 结果 以 作为 主要 工具 。 它 
采取 正 合 序 列 的 形式 ， 这 在 代数 拓扑 学 的 结果 中 是 尖 有 典型 性 
的 。 虽 然 我 们 所 要 求 的 群 ， 并 不 是 明确 地 确定 的 ， 但 实际 上 对 于 
任何 感 兴趣 的 情况 都 提供 了 可 能 确定 它 的 充分 的 信息 ， 只 是 要 用 
到 一 种 或 两 种 技巧 。 我 们 将 通过 一 些 简 单 的 例子 说 明 这 些 技巧 ， 
而 以 计算 乘积 空间 的 H 作 结束 。 


Mayer-Vietoris 定理 
这 一 节 中 我 们 圈定 用 下 面 的 记号 。Y 是 空间 ，X1，Xs 是 闭 于 
空间 ， 使 得 XiUXs=Y， 记 W = XiN Xs ( 它 也 是 闭 集 ) . 用 


表示 各 个 子 空间 的 包含 映射 ， 使 得 kg = jo = js。 


8.1 定理 存在 回 杰 
6" :HW HY) 


{hj} (hs a") 

9 {hs —j*} (hs is) 

—>HW—HIT)——— (XOH! (Ka 一 一 一 > 
Hi(W). 


证 明 
五 "(7) 处 的 正 合 性 。 设 jp;Y->Z 表 示 Kerf{ 因 一 六 "} 的 一 个 元 
案 
0=° Ch) =heji=h|X1, 
类 似 地 ，|Xz = 0。 因 为 了 = XiUXs， 于 是 h = 0。 
(Xi)@H'(X2) 处 的 正 食性, 我们 有 
Gs) ~ hh} = Py i" -js 
=k" ~k’ =0, 
反之 ， 设 (&1,82) 是 楼 的 一 个 元 素 ， 则 
0=i"(g) tis* (ga) =g IW +g Ww.. 
定义 RY 一 > 为 h|Xi= gi 有 1Xs = 一 gz 因为 它们 在 Xi: X=W 
上 是 一 致 的 ， 所 以 六 是 完全 确定 的 , 据 定 理 1.7， 它 是 连续 的 .又 
因为 g = JIX =j" Ch)，gz= 一 | Xz = 一 j"(h) ,所 以 偶 (81,82) = 
{hj}(h). 
论证 的 其 余部 分 是 类 似 的 、 只 是 涉及 的 内 容 更 多 一 些 。 


6 的 宕 义 . 设 f;W 一 >Z 是 连续 映射 。 根据 定 理 7.4 的 推论 ， 
可 把 它 扩张 ; 张 为 一 个 连续 映射 6; Xi 一 >R。 定义 h: 了 为 
hlXi=erg, PCX2) = {1}, 
它们 在 W 上 是 一 性 饮 《 因 为 8(W) = 了 W)CC2)s 其 中 每 一 个 都 是 
连续 的 ， 因 耐 据 定理 1.7， 是 连续 的 。 
我 们 还 必须 证 明 的 同 伦 类 与 扩张 8 的 选取 无 关 。 设 go，&: 
190 = 


是 两 个 扩张 。 定 义 同 伦 为 
Bi1(X) = (1 -tgo(X) + tigi(X), 
容易 验证 它 是 连续 的 ， 且 8g,|W =1。 则 用 
hilXi=egs, js(CXa) = {1} 
所 定义 的 h,， 恰 好 是 ho 与 1 间 所 需要 的 同 伦 。 

因 面 我 们 可 以 明确 地 定义 8" (人) 是 h 的 一 个 同 伦 类 ， 且 可 以 
直接 得 到 6*" 是 同 态 。 

(WW 处 的 正信 性， 证 明 6* (ii ,is*) = 0 等 价 于 证 明 ov 
=0 和 6*。is”=0。 现 在 如 果 把 g1:X 一 >Z 限 制 为 1=i” Cg1):W> 
之 ， 在 计算 6" (f) 时 就 可 以 用 了 的 扩张 81。 则 得 到 对 应 的 映射 是 
常 值 映射 ， 所 以 0 =0"() =6"i*(g1)。 下 面 假定 了 是 gs: Xs->2Z 的 
限制 ， 如 前 面 所 说 ，8 :Xi->R 是 了 的 扩张 。 风 8 与 gz 在 W 上 是 
一 致 的 ， 所 以 给 定 -连续 映 射 尹 ;Y-> 有 面 且 er 六 =h 。 因为 为 
有 连续 提升 ， 所 以 它 是 零 伦 的 ， 这 证 明了 ofa" =0， 

反之 ， 设 了 :W 一 >Z 使 得 映射 h:Y 一 ->S! 是 零 伦 的 ， 后 者 如 
上 所 述 是 利用 了 的 扩张 g:Z 一 人 全 来 确定 的 。 根 据 定理 7.3 可 以 
找到 连续 的 提升 为 :37 一 > 且 。 因 为 an(Xa) = {1]， 方 (Xz)CZ， 所 
以 通过 限制 三 定义 了 一 个 映射 ez:X: 一 >Z。 面 且 入 1X; 与 5 是 同 
一 个 映射 h1X!=erg 的 两 个 提升 。 这 样 可 以 定义 一 连续 映射 81; XX; 
一 >Z 为 

g1(9) =g67) ~ Ky). 
但 对 于 wE W，g1 与 g: 二 者 都 是 确定 的 ， 且 
J(w) =g(w) = g1(W) + g2(wW), 
因 面 1 = Ci" ,is”) (81, 82)。 

下 CC 处 的 正 售 性 我 们 从 证 明和 "0" = 二 "o6*=0 开始 。 设 
了 ,8 小 与 6° 的 定义 中 相同 .出 j*。6° (用 的 代表 是 常 值 映射 zj Xi， 
斯 以 等 于 0 , 面 j' 。0* (四 的 代表 是 h|X =ecg, 因 为 它 有 -提升 ,所 

。3101 。 


以 是 零 伦 的 。 
假设 给 定 Hi(Y) 的 一 个 元 素 ， 它 在 {hh*, -J*} 下 的 象 为 0, 即 
在 六 "与 j" 二 者 下 的 象 同 时 为 0。 则 这 个 元 素 的 代表 映射 h:Y 一 > 
8! 在 Xi 与 Xs 上 的 限制 都 是 零 伦 的 ， 根 据 命 题 7.6，h1Xs 与 常 值 映 
射 , 一 >{1} 的 同 伦 可 以 扩张 为 的 辐 伦 ,因而 可 以 用 同 伦 于 的 
映 映 pr/ ;Y 一 >S! 兰 换 扩 ,其 中 hb’ (Xs) = {1} ,而 hp |Xi 同 伦 于 有 1X 
故 它 也 是 稚 伦 的 。 因 面 它 有 连续 的 提升 8;:X, 一 >R, 若 1 = g|W， 
风 于 是 踪 射 WW 一 >{1} 的 提升 ， 所 以 它 在 Z 中 取 值 。 显 然 ，(f) 
以 /类 其 代表 ， 因 而 等 于 h/ 或 的 同 伦 类 。 天 X;) 钨 贱 (X2) 处 
的 下 会 性 . 这 里 的 论证 非常 类 似 于 0 维 的 情况 ,首先 有 
Gb Oh = ja 
=k*—k*=0, 
其 次 ， 设 gi:Xi 一 >81 与 82;X2 一 >S! 代 下 核 中 的 一 个 元 素 ， 则 
(Wy) 中 用 gi|W 与 8z1W 所 确定 的 类 的 和 为 G6 ， 所 以 81|W 同 伦 于 
(giW)-! .根据 命题 7.6， 可 把 这 个 向 伦 扩张 为 g1 的 一 个 同 伦 ,再 
用 局 伦 于 gi 的 映射 81 :已 一 一 S1 替 换 8， 其 中 
gv (w) = (gz(W))~!， 对 于 所 有 WEW。 
现在 定义 h:Y 一 >5! 为 k|X1=g1/” 和 和 
(9) = (ga(7))-:， 对 于 所 有 YE Xs， 
据 定理 1.7， 这 是 一 连续 映射 ， 而 月 据 定义 ，421" ,一 j"}(8) 是 由 
(g1 ,82) 或 等 价 地 是 由 (B182) 所 确定 的 类 。 
现在 我 们 已 经 证 明了 定理 的 所 有 论断 。 田 


初步 计算 
我 们 将 提供 一 些 例子 来 说 明 妇 何 运 用 这 个 结果 进行 计算 。 强 
调 以 下 一 点 或 许 是 有 价值 的 ， 即 ~- 般 的 计算 通常 正好 是 这 样 一 些 
篇 单 步 难 巧妙 的 组 合 。 
> 102 。 


8.2 引 理 设 K= XU Xs 是 X 的 -- 个 分 划 ,、 则 存在 风神 
HOSEH(X DH XY 
EOSH XV BH CX HXs). 
证 明 由 息 设 ，X 与 入 中 的 每 一 个 在 X 中 都 是 闭 集 因而 
可 应 用 定理 8.1 得 到 一 正 合 序列 。 因 为 Xin Xs 是 空 集 ， 所 以 
P(X X2) 与 HLCXiNN Xs) 均 为 0， 从 而 得 到 丙 个 正 合 序列 
0 一 > 有 (0 一 >H(X) 人 EC 一 >0， 
0 一 > 下 (70 一 > 下 (KE 一 >0。 
由 正 合 序列 的 简单 件 质 就 可 得 到 所 要 的 结果 。 国 
当然 ， 在 这 种 情况 下 ， 容 易 直接 证 明 上 述 结果 ， 然 而 ， 这 个 
结果 对 于 显然 可 见 的 形式 是 有 用 有 的 《注意 到 用 归纳 法 可 把 它 推广 
到 分 裂 为 有 限 多 个 分 支 的 情况 ) ， 这 个 方法 还 可 以 推广 到 下 面 的 
一 些 情 况 。 现 在 就 来 考虑 当 XN = {P} 正好 是 由 一 点 构成 的 
情况 。 因 为 这 里 每 个 《连续 ) 映射 {P}>Z 可 扩张 为 一 个 《例如 
常 值 ) 映射 X 一 >Z， 所 以 (30) 一 Be(P) 是 到 上 的 。 据 正 
合 性 ， 喘 身 
O° :HP)—>HI(XLU Xs) 
为 0 。 再 应 用 上 述 的 正 合 狂 ， 可 导出 下 面 引 理 的 第 一 部 分 。 


8.3 引 理 假定 和 XX、 她 丰 和 X 中 是 闭 集 ， 其 并 是 X ， 交 为 叭 一 
的 点 这 时 、 村 YX 则 在 在 同 构 
EO SE RV A EE KDE), 
OBE KIRA, 
而 息 如 时 关于 通风 。 则 罗 020 8X， 
内 为 在 正 合 序列 
0 一 Co 一 imOweBieccD 一 CD 
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中 ，H?CP) 同 构 于 Z， 央 而 是 自由 的 ， 记 以 据 命题 2.7， 序 列 是 可 
分 裂 的 。 如 果 X 是 连通 的 ， 跨 射 (Xs) 一 >H'P) 是 同 均 ， 据 定 
理 2,6 的 推论 ， 可 得 到 所 求 的 结果 ， 或 者 也 可 直接 证 明 得 到 。 国 

更 汝 趣 的 是 当 Xi Xs 包括 两 个 点 的 情况 。 最 重要 的 例子 出 
现 于 


8.4 定理 沟 -X UA 殿中 XX 在 中 民 交 入， 是 PQ 
eb 
加. 风 

EOEETEZ Rh OD SE. 
要 则 , 。 有 关税 和 写 (7 必 及 一 一 闪 会 序列 
加 果 砚 X 中 存在 一 奖 漆 接 P 与 的 下 中 《例如 若 必 是 LRC 的 2 


可 公 站 的 从 隐 


证 明 因为 4 是 一 自 弧 ， 因 而 它 是 紧 致 的 ， 根 据 引 理 1.9， 
它 是 闭 集 。 这 样 我 们 可 以 应 用 定理 8,1。 而 H!(4) = Hi(P) = 0， 
据 引 理 8.2， 
HXNA)SH(P)BH'(O) SZDZ, 
HI(XPnA) 兰 下 (P) 申 三 (@) =0. 

负 而 正 合 序列 具有 下 面 的 形式 
0—>H'(Y)—>H'(X)IDH(A)—>H'(P) DH'( QO) 


—>HIY)—H(X)—>0, 
然而 因为 4 是 可 收缩 的 ) 限制 驶 射 8?( 4) 一 >H9(G) 是 一 个 同 
鬼 。 应 用 定理 2.6， 可 以 “消去 ”那些 项 从 而 得 到 


入 0 
0—H(Y—>H\(X)—>Z—*H(Y)—*H(X)—*0, 
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这 里 对 于 4;X 一 ->*>Z， 有 (1) = 了 (P) -1(Q)。 

下 面 分 西 种 情况 首先 假定 存在 分 划 X =X1U Xs 使 得 PE Xu 
QE Xi 《图 8.1) 。 则 任意 联 射 E:{P,Q@)y 一 >Z， 通 过 定义 gCX1) 
=g(P)，g(Xs) =5(Q)， 都 可 扩张 到 X 上 .特别 地 ，4 是 到 上 的 。 


图 8.1 


由 正 合 性 ,4=0。 靳 欲 证 明 的 结果 如 同 在 引 理 8,3 中 那样 同样 成 
立 。 实 际 上 ,对 于 这 种 情况 , 通过 把 引 理 转 用 于 XiVA 及 (Xi1U 4》 
VX,， 便 可 得 到 它 的 另 一 个 证 明 。 

其 次 假定 没有 这 样 的 分 划 

《图 8,2)。 则 4=0， 因 为 如 果 
f:X~>Z 使 得 1(P) 二 1(8)， 就 可 
以 定义 Xi=f!(f(P)) 而 得 到 一 
种 分 划 。 因 而 定理 的 第 二 个 论断 
成 立 。 

最 后 ， 假 定 在 X 中 存在 一 条 
道路 连结 P 与 8 。 我 们 可 以 把 它 君 作 是 一 段 以 P 与 8 为 端点 的 弧 
日 及 蜗 射 1 ;BB-> 天 显然 ， 可 假定 4NB8= {P,Q8}， 则 可 扩张 
为 喘 射 ， 四 

7 :AUB>AUX=Y, 一 
因为 UB 同 胚 于 Si!， 所 以 有 
PHICY) rH (A UB) EH!(S) a2, 


图 89.2 
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我 断 育 它 其 一 个 符号 ) 左 敢于 8 ， 因 而 据 练习 2.5， 序 列 是 可 
分 裂 的 。 

事实 上 ， 应 用 上 夯 的 证 明 过 的 内 容 ， 只 是 要 把 时 换 成 忠 ， 得 
到 一 个 正 合 序列 ， 


or 
0 一 > Z—*HI(AUB)—>H'(B)-—*0, 
押 为 3 是 一 段 弧 ， 所 以 ECB) =0 且 0 是 同 构 。 考 碟 


[9 
0 一 > 工 一 了 (AUXD) 一 一 了 1(X) 一 一 0 
站 
0 一 一 Z—*H! (AUB)—>H'(B)—>0 


出 4 的 定义 ， 不 难 属 出 关 *4= 0 ， 但 6' 是 同 构 。 因 而 (0')"!'o* 确 
实 是 5 的 左 着。 七 


图 

在 .上面 定 理 8.4 的 情况 中 ， 即 Y=XUA 中 ,其 中 和 4 是 一 段 
弧 ，X 在 了 中 是 闵 集 ， 而 XI 4 正好 是 4 的 两 个 端点 ， 我 们 说 工 
是 在 X 上 处 赂 上 二 弧 而 得 到 的 。 现 在 归纳 地 定义 一 个 (有 限 ) 图 ， 
它 是 一 个 空间 ， 这 个 空间 是 由 有 限 多 个 点 Pi …，*Pw (顶点 ) 和 
相继 粘贴 上 去 的 有 限 多 段 弧 所 得 到 的 ， 这 些 弧 以 其 中 的 一 些 点 
了 为 端点 《图 8.3)7 


.一 / 


划 3.3 
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图 G 的 基 些 性 质 可 由 归纳 的 结构 得 到 ,首先 G 是 紧 致 的 
(练习 1.14) 。 其 次 ，G 是 1.p.e. 的 (练习 3.12) 。 则 GG 有 有限 
多 个 道路 连通 分 支 《显然 ， 因 为 弧 是 道路 连通 的 ) 。 最 后 ， 从 定 
理 8.4 归 纳 地 得 到 Hi(G) 是 有 限 秩 的 自由 Abel 群 。 下面 将 指出 
何 计算 它 的 秩 ， 据 命题 2.4， 它 是 完全 确定 的 。 

首先 考虑 zolG)。 因 为 统 是 道路 连通 的 ， 所 以 每 个 道路 连通 
分 支 军 少 包含 顶点 P; 中 的 一 个 。 其 次 ， 两 个 顶点 P; ，Pi 位 于 同 
一 个 道路 连通 分 支 中 ， 如 果 它们 可 由 一 身 弧 Pi P; 连 结 起来， 或 
更 一 般 地 ， 若 存在 一 系列 弧 ， 例 如 

P,P,, PiP,, P:P; 

连结 起 来 。 反 之 ， 我 们 如 果 取 可 以 与 P, 如 此 连结 起 来 的 那些 项 
点 ， 以 及 过 这 些 顶 点 的 弧 的 并 ， 在 G 中 就 有 了 一 个 开 集 ， 因 而 得 
到 一 个 道路 连通 分 支 ， 所 以 xo(G) 的 确定 是 简明 的 。 


8.5 定理 度 G 是 有 .we 俱 项 点 及 活 结 它们 的 引 条 跌 的 图 又 
设 G 有 8 个 分 支 [ 有 是 自由 Abel 和 群 了 (GD 的 秩 、 、 凤 、 
Qo Bo A 
因而 ， 汝 确定 B, 仅 各 如 上 面 求 出 xo(G) 关 旧 数 出 顶点 及 楼 的 个 
数 。 
证 明 对 m 作 归纳 . 若 m=0，G 仅 由 oa 个 点 P; 组 成 。 因 为 
BC(P, = 0， 故 据 引 理 8.2， 得 到 Bo= ao 及 B1 =0= ai。 
假定 G 是 由 G" 上 粘贴 上 一 段 弧 而 得 到 的 ， 假设 定理 中 的 绪 
条 对 于 G/ 成 立 并 由 此 导出 对 于 G@G 也 成 立 就 足够 了 。 对 于 G'， 用 
bo' 表示 Bo 其 它 的 记号 也 类 似 地 表示 。 则 根据 归纳 的 结构 
oo =ao a=a +1s 
而 拱 归 纳 假设 ， 有 


ea 一 oa =Be’ -B's 


又 据 定理 8.4， 
po=Bor 一 1， Bi=B 
或 po=po'， Bi=B1’ +1, 
无 论 哪 种 情况 ， 立 即 得 到 
mm-a=Bp-B, 国 


乘积 
对 于 任意 两 个 空间 X 与 Y， 在 mo(XXY) 与 To(X)X mo(Y) 之 
闻 存 在 自然 的 双 射 (练习 4.3) 。 如 果 四 与 Y 都 是 1.p.c. 的 ， 则 
及 xY 也 是 1.p.c. 的 (练习 3.12) ， 我 们 就 可 以 导出 H'(XXxY) 的 
形式 。 例 如 ， 设 mm(X) 和 ro 〈Y) 是 有 限 的 《 据 练习 3.11， 著 天 与 
了 了 紧 致 ， 这 是 成 立 的 ) ， 并 分 别 有 r 和 = 个 元 素 。 则 mo(Xx TY) 
有 rs 个 元 素 ，H'X)，Ho《Y) 和 H"(XXxY) 分 别 是 秩 为 + ，s 和 rs 的 
自由 Abel 群 。 
对 于 H!， 除 X 和 Y 是 1.p.c. 外 ， 又 从 假设 二 者 都 是 连通 的 开 
始 。 选 取 点 zEX，》oEY 并 定义 内 射 
IX—>XxY, iY—rXxY 
为 
(X= (xyo)， (7) = (xoyy)。 
则 有 诱导 映射 ， 并 可 把 它们 适当 配置 成 
(HUXX ID)—>H(XBH(Y), 


8.6 定理 。 关 X,Y 了 基 连 通 和 1.p.c. 的 ,好 映 里 
Ch HRY HX DH LY) 
臣 一 同 构 
证 明 在 刚刚 引进 的 记号 下 ,定理 7.。 2 表明 这个 时 册 是 内 区 
而 到 上 性 是 容易 证 明 的 。 因 为 给 定 映 蔚 f;X 一 >51，g:Y 一 >S!， 
» 1068" 


如 果 我 们 定义 F:XxXY 一 >S: 为 

Flx,7)=1(x)g(y), 
则 显然 ieF~j 和 izeFP~g。 事 实 上 ， 如 果 我 们 已 经 要 求 f(x0) = 
gf70) =1， 这 里 就 应 有 等 式 、 关 

在 更 一 般 的 情况 中 ， 半 与 了 是 1.p.c. 的 ， 但 有 有 限 多 个 道 略 

连通 分 支 ， 这 时 还 会 得 到 某 个 结果 。 因 为 若 记 这 些 分 支 为 

瑟 1 ey X,, Yi ey YY, 
则 XxY 是 1,p.c, 的 ， 具有 道路 连通 分 支 X; XY; (1<i<r，1<j 
<s)。 根 据 引 理 8.2， 有 

HUXXY) =HMX, XY;) 的 直 和 ， 

1<i<ry, i<j<s, 
但 由 定理 8.6， 

HICXr XY EHR BHI(Y ;). 

所 以 H1(XxY) 是 一 个 大 家 和 ， 其 中 每 个 HCX; ) 算 * 次， 而 每 个 
Hi(Yj) 算 r 次 回忆 起 (再 据 引 理 8.2) HX) 是 型 (X;) 的 直 
和 ， 我 们 得 到 


推论 ， 藻 天 了 是 Lee: 的 、 六 昌 公 册 有 六 < 个 省 中 于 通 分 
区 生 下 HOC 个 BC2 的 基 和 .图 一 
最 请， 记 r= po(X) 并 假定 下 (X) 古 秩 为 PKX) 自由 Abel 群 ,对 
于 Y 了 也 有 相应 的 记号 。 则 Hi(XXxY) 是 自由 Abel 群 ， 并 有 等 式 
Bo(XXY) = Bo( XBoY) 
BI(XXY)= P(X)BY) + BCX)BAY). 
进一步 的 发 展 
这 一 章 的 所 有 方法 与 结果 均 百 自然 地 推广 到 高 维 的 情况 ; 可 
参阅 代数 拓扑 学 方面 的 任何 一 本 书 ， 例 如 Spanier 或 Maunder 的 
著作 。 关 于 乘积 的 最 后 结果 的 类 比 是 
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BAXXY)= 二 Bi(CX)PiCY)。 
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练习 和 问题 

1.。 设 Y= S5， 又 设 Xi，X: 是 半 国 InZ2>0 和 ImZ<0、 计 算 定 翌 3.1 的 序列 
中 所 有 的 群 和 况 态 ， 并 证 明 岸 列 是 正 全 的。 

2 在 定理 8.1 中 ， 假 定 X; 和 了 大 连通 的 。 证明 


Or HOCXI) HGH) 
是 正 合 的 。 
8，&》 设 X1 与 X, 是 Euclid 宅 间 可 收缩 的 妆 子 集 。 证 明 H' (XiUXi) @Z 
闻 构 于 HVCXLNX2)。 
b) 设 XCR" ; X, 表 示 尼 * x 及 = R*+! 中 直线 九 的 并 ;这 此 直 线 明 是 
把 Xx0 中 的 点 与 点 x1 连结 起 米 的 ,类 似 地 ,XX 表示 与 点 0x (一 了 
连结 的 直线 外 的 并 ， 还 明 Xi， 厌 ; 是 可 收缩 的 ， 因 曾 可 应 用 (0》。 
记 5X= 天 UX 
*4。 举 出 空间 Y 的 例子 ， 使 得 HH'(Y) 不 是 自由 Abel 群 运 用 前 一 个 练习 ， 
取 X=2Z.) 
5。 假 定 在 0" 的 定义 中 《定理 8.1) ， 互 换 Xi 与 X: 所 扮演 的 角色 ， 证 明 得 : 
到 的 是 一 6*。 
6。 证明: 如果 X1，X: 是 了 的 开 子 集 ， 定 到 8.1 中 在 H'(Y) 与 HX4) @@ 
Ho(X35) 的 正 合 性 仍然 成 立 、 举 例 说 明 当 玉 :是 闲 子 集 ,X14 是 开 子 集 时 ， 
上 述 结论 不 成 立 。 
7。 证明， 如果 X，,、。X2 二 者 在 大 = XUX; 中 国 时 是 开 集 或 团 集 ， 则 存在 
一 正 合 序列 
Ho Xif Xa) HH XD) DH Xa) FH CK) 证] 
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证 明 H:《S* ) =0、n>1。[ 应 用 定理 8.1 于 两 个 疮 球面。] 

设 Y= 和 UA。 假 定 存在 同 旋 %: 姜 " 一 4 使 得 由 (Se ) = A 门 X， 证 明 ， 
如 果 a>>2， 五 :(Y) sexH' (X)。 并 描述 当 n = 2 时 ， 如 何 确定 HH! (Y)。 
设 Y=XUA。 假定 存在 连续 映射 四 :D" 下 A 使 得 1(X) =5S*“! 以 及 
$1(D" -5S"“1) 是 内 射 。 从 Y 中 控 类 半径 为 1/2 的 与 D* 同心 的 开 四 
盘 而 得 到 Y“、 证 明 Y "局 伦 等 价 于 和 ， 因 而 上 一 题 的 销 果 仍 可 适用 。 
如 图 8.4( 的 所 示 ， 把 正 48 边 形 作 一 扭曲 使 它 的 边 一 对 一 对 粘 合 得 到 
M， 。 运 用 上 一 题 或 其 它 方法 ， 计 算 下 (Me ) 和 及 Ms 一 一 点 )。 
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如 上 题 ， 而 所 用 的 曲面 NW， 是 把 在 2h 边 形 如 图 8.4(b) 而 得 到 的 。 

如 前 题 ， 测 曲面 闫 见 图 8,.4(c) 。 已 知 区 回 版 于 M， 。N， 中 的 一 个 ， 定 
出 是 煞 一 个 。 《类 似 地 ， 试 验 某 些 这 类 更 进一步 的 图 形 。) 

设 P; €C 是 点 exp(2xij/n),0<<j<n。 选取 = 使 0<e<} dPisP1)s 
并 设 、 
X= 志 EC:I 扫 2， 12-P，l>e， 对 于 每 个 1}。 

又 设 G 是 图 , 它 基 所 有 图 ] 乞 - Ps | = 和 连结 0 与 (1~ 8)P; 的 所 让 线段 
的 并 、 证 明 包含 映射 避 CX 是 同 伦 等 价 ， 从 而 计算 ! (X)。 


15, 设 是 5; 与 一 些 直线 眉 的 并 ,这些 直线 段 连 结 着 十 与 1 的 三 个 立方 根 。 
定义 了 :G-S 为 失 0 点 出发 的 投射 。 计 算 H'《G)， 并 运用 这 一 计算 来 
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描述 映射 f°:H' (S11}-9H? GD) 
36. 用 定 琴 8.5 交 推论 的 艰 设 ， 捧 得 自然 同 构 
HIXXYIFY NY BHAY), 
HICXxXVTIH(H (KBH' YY) OH (XI OH (YY) 。 

17。 改 G 是 违 通 的 有 限 图 。 证 明 关于 G 的 下 列 条 件 是 等 价 的 
国 G 的 顶点 的 个 数 比 披 的 条 数 多 1 。 

全 )G 可 这 样 归 纳 地 构造 出 来 ， 从 一 个 点 出 发 ， 熏 复 地 增加 一 条 接 使 得 - 
它 与 已 经 构造 好 的 部 分 有 一 公共 项 点 。 

《DC 是 可以 收缩 的 。 

(iV)yH' (G) 仅 有 一 个 元 素 、 

如果 G 策 足 这 些 条 件 ， 称 G 为 柯 。 

18。 图 中 的 环 道 是 用 很 多 个 不 同 顶点 构成 的 序列 Pe，Pi，",，P，， 使 得 对 
于 每 个 ，0<<i<<n， 存 在 一 条 要 P， ;+1， 并 且 P。Pe 也 是 一 条 楼 。 
证 明 一 过 到 图 是 一 标 树 当 且 仅 当 它 不 包 售 环 道 。 

19，G 是 一 连通 图 ， 下 ! 是 其 子 图 并 且 是 一 标 衬 。 证 明 存 在 子 困 工 ， 下 IST 
CS, 使 得 (DT 是 桂 ， 且 (让) 个 包 舍 G 的 所 有 了 顶点。 

20. G 是 一 连通 图 ，TE2G 是 包含 所 有 顶点 的 香 ， 用 a1，…，&。 表示 G 其 
它 的 楼， 设 a; 的 端点 是 P， 与 9; 。 国 人 是 个 具有 公共 顶点 A 的 三 角 
形 4B;，G， 的 并 .定义 f:C-eT 为 TCF) = A 。 再 用 RR: ，S， 把 ai 三 等 
分 ，fla; 把 线段 Ps Ri ，R Si ，S; Q: 分 别 线性 地 起 射 到 AB; ， 
B; G; ，G; 4 上 .又 定义 5:T-*G 为 招 B， Gi 线性 地 也 射 到 PO， 上 ， 
把 AB; ，AG; 映 射 到 中 的 道路 《因为 个 连通 ， 这 是 可 能 的 )。 证 部 
fg 辐 伦 于 T 上 的 合同 映射 ， 且 g*f 同 伦 于 GL 的 恒 同 映射 。 

31。 从 上 一 亚 导 出 连通 图 G 和 吾 是 问 伦 等 价 的 ， 当 县 仅 当 81(G) = 34， (RD 。 
任意 两 个 《有 限 》 图 和 妥 ， 若 其 有 8o(G) = 8,(H) ,BL(G) =B1(H), 
它们 就 同 伦 等 价 ， 这 是 正确 的 吗 ? 

22。 构造 两 个 有 限 连 通 图 G 和 五 使 得 

ao(G) =ao(H， al(G) =a (HD). 
但 CG 和 上 f 却 是 不 同 诈 欧 。 
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23。 


24, 
25, 


26。 


27。 


如 果 G 利 五 是 问 暑 的 ， 证 明 可 以 重新 齐 分 这 些 图 ， 抬 附加 的 分 点 算 作 
顶点 ， 使 得 存在 一 个 同 耳 ， 它 把 顶点 丑 射 到 顶点 ， 楼 瞻 射 到 棱 .。 

证 明 通 过 适当 选择 顶点 ,RR* 中 直线 段 的 任意 有 限 并 ， 均 可 看 作 一 个 图 。 
设 G 是 瑟 ? 中 的 图 ， 并 招 防 ? 看 作 玉 3 x 0C 吾 4， 从 是 点 5(0，6，0， 1) ， 
CC 是 着 结 信 与 G 中 顶点 的 线 自 的 并 。 证明 HI (GUC) 是 秩 为 1(G) 的 自 
由 Abel 群 。 运 用 定理 8,1， 构 造 正 合 访 列 


0 一 HI (0 -cosc 一 FRICG) 一 0， 
其 中 CC 分 别 是 秩 为 ce， 的 自由 Abel 群 。 运 用 练习 2.16 推导 定 
理 8.5。 
在 上 面 的 是 中， 对 于 G 的 每 一 (有 向 ) 模 PO， 定义 r(PQ) :H! (GUC) 
已 2 为 取 映 射 1:GUC~35: 在 图 APOA 上 的 限制 的 映射 度 。 证 明 通过 对 
每 条 梳 选取 一 个 定向 ， 得 到 及! (GUC) 与 G 的 楼 上 的 自由 Abel 类 之 问 
的 网 鬼 。 以 此 求 出 上 机 的 映射 :CC 。 
可 得 到 这 个 结果 的 另 一 个 证 明 邵 下。 把 每 条 被 PQ 分 成 邻接 着 的 三 眉 弧 
PP'07@ 的 并 。 用 和 表示 以 G 的 一 个 顶点 为 端点 的 卷 些 缴 的 并 ; X: 表 
示 “ 三 段 弧 中 的 中 各” 那些 弧 的 并 。 记 X 站 X; 为 始点 〈 例 如 P7) 的 集 
合 7 与 终点 《例如 QO’) 的 集合 的 并 。 则 由 定理 8.1 导 出 一 下 合 序 列 

CHIOFH UX GH (KYIHHI DBHIAF FT ON » 

其 中 映射 H?CX2)3H' (CF) 是 同 构 。 据 定理 3.6 消 去 它 ， 并 求 出 所 导致 
的 映射 时 9(X:)-EoCD 。 
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第 II 部分 
对 偶 定 理 


第 9 章 ”Filenberg 分 离 性 判别 准则 


导言 

第 王 部 分 的 主要 目的 是 应 用 第 1 部 分 的 结果 以 得 到 在 平面 子 
集 情况 下 的 更 详细 的 兄 阔 ， 一 个 一 般 址 的 问题 是 子 集 的 拓扑 和 它 
的 佘 集 的 拓扑 之 问 的 关系 ， 并 且 我 们 的 主要 绪 果 是 指出 一 个 紧 臻 
子 集 的 内 交尾 质 是 如 何 确 定 其 余 集 的 分 支 数 的 。 这 包括 用 的 
Jordan 册 线 定理 作为 其 特殊 情况 ， 如 果 一 个 平面 子 集 同 胚 于 S ， 
它 的 余 集 有 两 个 分 支 。 在 本 章 中 将 为 这 个 定理 准备 一 般 性 质 的 一 
些 简 单 结果 ， 然 后 得 到 用 紧 致 子 集 分 离 平 面 上 两 点 的 必要 和 充分 
条 件 〈 此 论题 的 汐 别 准则 ) . 

把 点 为 (x，2) 的 Euclid 空间 R? 与 复数 z= x+ 让 等 空间 C 等 
同 起 来 是 很 方便 的 。 用 这 种 记号 ， 点 有 各 之 问 的 距离 恰好 是 : 
lz 下。 我 们 要 经 常 合用 复数 的 模 和 幅 角 ， 故 引入 记号 

N(z) =z/| z| ，z*0。 
于 是 N 是 一 个 连续 映射 
N:C- {0)——51. 
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疼 集 的 分 支 

开头 一 些 结果 在 任何 Euclid 空 间 中 都 是 成 立 的 。 

9.1 引 理 如果 开 是 Rs 中 的 紧 致 子 集 , 则 及 "二 太 是 Lpxc 的 。 

证 明 根据 引 理 1.9, 让 在 ER" 中 是 闭 集 ， 因 此 "一 KK 是 开 集 。 
但 据 3.5(i)，R" 是 1。 zp。c 的 ， 又 据 3,5( 过 )， 任 意 开 子 祭 也 
是 1.p。c 的 。 嵌 

个 结果 表明 ， 对 于 R" -区 不 必 为 其 连通 性 的 不 同 的 定义 而 

担心 。 我 们 把 R" -下 的 道路 连通 分 支 简单 地 叫做 分 支 〈 对 于 一 般 
的 分 支 的 定义 ， 见 练习 4.8) 。 如 困 R" -区 的 两 个 点 位 于 BR" -KK 
的 不 同 的 分 支 中 ， 我们 就 开 它 们 是 被 EK 公 离 的 ,也 就 是 说 ， 不 能 
用 R" ~ 中 的 道路 去 连结 它们 。 


9.2 引 理 设 KR 的 紧 致 子 焦 :A 基 RX 的 一 些 分 支 的 
首 、、 则 A UK" 中 是 罗 委 . 

证 明 设 B= 及 ' -K-A 是 R" 一 K 的 其 余 的 分 支 的 并 。 因 为 
有 " -K 是 1,.p,6 的 。 据 引 理 4.6， 这 些 分 支 在 RR" 一 攻 中 是 开 集 。 因 
此 据 命 题 1.3， 它 们 的 并 B 也 是 开 集 ,因为 R" -KK 在 及 "中 是 开 集 ， 
昌 也 是 开 集 。 而 它 的 余 集 4UE 是 闭 集 。 国 


3.3 引 理 ” 设 天 是 有 "的 贤 致 子 集 。 则 及" ~ 尺 愉 有 一 个 无 界 的 
分 支 ， 纪 如 称 作 避 ， 而 及 "< < 二 让 量 的 。 

证 明 “因为 发 是 紧 致 的 ， 据 定理 1.8 , 它 是 有 界 的 ,比如 说 对 
于 zEK， 轩 心 R。 定义 

E= {PER":Ad(P,0) >R}. 
显然 [练习 3.1(a,iib],B 是 道路 连通 的 ， 因 为 它 与 乓 相 离 ,所 以 
它 位 于 R* KK 的 菜 个 分 支 品 中 。 则 本 身 以 及 R" - 玉 的 另外 那些 
分 支 与 5 不 相交 ， 因 此 , :及 " - 品 被 包含 在 中 心 为 0 和 半径 为 R 的 
» HE e 


闭 球 体内 , 


开平 面 紧 歼 集合 分 冤 点 
9.4 定 理 Eilenberg 判 别 准则 ) 。 设 素 是 C 的 紧 臻 王 入 0， 
5 是 6 ~ 的 度 、 风 4。 各 b 在 GC 下 加 二 公 表 内 当 具 公演 由 


HD=N(E0), zex 


六 届 革 的 上 5 二 3 是 和 人 交 ， 

证 明 首先 假定 这 两 个 点 在 网 一 个 分 支 中 。 设 piI 一 C 一 KK 是 
一 条 道路 ， 使 得 p(0) =n，p(1) =5。 册 了 到 一 个 常 信号 射 的 同 伦 
可 定义 为 


Hz = N27). 


现在 假定 这 两 点 在 不 冶 的 分 支 中 。 我们 将 假设 了 是 零 侩 的 ， 
养 册 此 导 测 -个 饿 盾 。 设 和 4 是 C -天 包含 的 一 个 分 支 , 假定 4 有 
界 是 方便 的 。 如若 不 然 ， 我 们 可 以 通过 交 黎 4 和 b 来 得 到 有 界 性 
《根据 引 理 9.3》 ， 并 且 只 需 用 反 注 1/1 代 圭 了 即 可 。 
因为 了 是 零 伦 的 并 且 天 在 C 中 是 闭 集 ， 内 此 在 C -4 中 是 闭 
集 , 区 可 点 用 但 颖 7.6 的 推论 推出 了 可 以 扩张 成 一 个 连续 映 庄 
BC 一 及 -一 > 3 
而 县 我 们 还 可 以 很 设 &; 是 零 伦 的 。 现 在 定义 了 的 表达 式 对 于 所 训 
尖 as.5 都 是 有 意义 的 ,- 于 是 可 以 认为 它 定义 了 了 的 一 个 连续 的 
扩张 
BAUK- {a}—>81, 
现在 g 和 gz 在 它们 的 定义 域 的 交 上 是 一 致 的 ， 于 是 又 定义 子 计 
的 一 个 扩张 映射 
FIC- [oj 一 一 六 - 


了 6 ” 


而 且 ， 所 定理 1,7F 是 连续 的 ， 因 为 C~ 人 在 C 中 是 闭 集 〈 据 引 理 
39.1,4 是 开 集 ) ， 并 且 根据 引 理 9.2 4 UK 在 C 中 是 闭 泽 。 
于 是 我 们 可 以 定义 同 伦 ， 
H:SxI—>S 
为 
hi(z) = H(z, t= Fatz(le +tR)), fd =1,0<t<1; 因而 据 
定理 6.4，deghe = degh1， 因 为 4 是 有 界 的 ， 对 于 充分 大 的 RR 和 对 
于 任意 的 z€ 8S1，a + zle + 民 ) 将 不 在 妨 中 。 因 为 8 是 零 伦 的 ， 则 
也 是 零 伦 的 ， 因 而 degh = 0。 
另 一 方面 ， 因 为 4 是 开 集 ， 如 果 e 足够 小 ， 则 我 们 将 有 ， 对 
于 所 有 zES:，(at+ze )EA。 于 是 
ho(2) = F(at ze) = g(a + se) 


四 ze 国 -by- 
= NE ) -NONGINGa + ze-b)-+. 


这 就 把 ho 表示 成 了 三 个 映射 的 乘积 ， 因 此 degho 是 它们 的 映射 度 的 
和 。 第 一 个 是 恒 同 瑞 射 ， 它 前 睦 射 度 是 1 。 第 二 个 是 常 值 映射 ， 
它 的 映射 度 是 0 。 第 三 个 ， 对 于 充分 小 的 = ， 它 只 在 N (a 一) 
的 领域 中 取信 ， 因 此 ， 据 引 理 6.1 的 推论 , 它 是 零 位 的 。 总 之 , 我 
们 得 到 了 一 个 矛盾 

deBh, =1z0=deghs 
这 就 证 明了 本 定理 。 节 


推论 “ 投 & 是 的 村 到 开 集 ， 忆 人 K2 二 0,C 二 区 尼 连通 的 


“这 可 由 本 定理 直接 得 到 。 驶 


49.5 定理 设 人 2 抽 G 撤 归 下 了 菇 ,ab 入- 8 扑克 各- 
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加 人 丙 相 不 分 高 中 和 上 半 有 4 凡 六 尖 鬼 ( 丰 闪 天 )、、 风 
全 轨 入 人 分页 a 天 bs 

证 明 在 定理 9.4 中 取 下 = 妨 UB。 风 了 确定 了 H!() 中 的 一 
个 元 素 ， 如 果 这 丫 元 素 是 零 ， 定 理 9.4 表 明 AUB 不 能 分 离 a 和 
b 。 又 因为 和 都 不 分 离 a 和 b， 则 了 在 & 各 B 竺 的 限制 都 是 
零 伦 的 。 

现在 考虑 Mayer-Vietoris 序 列 《定理 8.1) ， 


HANB) TT >HI(AUB)—>H!(A)DH BB) 


上 述 映射 在 下 (4UB) 中 代表 的 类 是 在 这 些 同 态 中 的 第 二 个 同 态 
的 核 中 ， 因 此 它 也 在 第 一 个 同 态 的 铺 中 。 但 如 果 4 站 3 是 空 的 ， 
BAnB) 是 零 ， 如果 4 站 3B 是 连通 的 ， 则 正如 引 理 8,3 中 的 证 明 
那样 ， 我 们 有 0* = 0， 因 而 无 论 在 哪 种 情况 ， 这 个 类 在 H'(AUB) 
中 为 零 ， 从 而 定理 得 证 。 甩 


在 第 13 章 的 Jordan 曲线 定理 的 其 它 证 明之 一 中 ， 将 要 用 到 定 
理 9;5。 如 果 4 站 3 容许 有 两 全 分支， 这 个 结论 可 能 不 成 立 ， 例 
如 ,. 如 果 委 各 分 别 是 5! 的 上 学 圆 和 下 半 图 。 然 而 ， 对 于 它 的 一 
个 有 效 的 推广 ， 可 参阅 练习 14.12。 

进一步 的 发 展 

在 下 一 章 中 上 面 的 结果 将 以 某 种 方式 加 以 推广 。 也 可 以 推广 
到 高 维 的 情况 。R*” 的 紧 致 子 集 K 不 能 分 离 它 的 余 集 的 两 个 点 当 
且 仅 当 一 个 适当 定义 的 映射 玉 一 >5" :是 零 伦 的 。 对 于 这 方面 的 
情况 ， 例 如 可 参阅 Hurewicz 和 Wallman 的 著作 。 

Hurewicz， Witold and Henry Wollman, 《Dimension 
Theory» , Princeton University Press, 1941。 
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练习 和 问题 
证 明 : 对 于 C 的 任意 前 闭 子 集 民 ， 引 理 9.1 和 9.2 都 是 成 立 的 . 


， 举 便 十 明 如 果 玉 是 闭 集 但 是 无 界 的 ， 引 理 9.3 和 定理 9.4 可 能 是 不 正 


确 的 。 又 如 果 攻 是 有 界 的 但 不 是 贫 案 ,定理 9.4 可 能 也 是 不 正确 的 。 

了 ilenberg 判 别 蕉 到 是 否 东汉 浒 如果 天 同 胚 于 $S!:， 它 仍 分 离 C? 

如 累 把 定理 9.4 应 用 于 C 的 下 列 了 空间 ， 可 能 《如 果 有 的 话 》 引 出 什么 
结论 ? 

可 [0，1 [5ib)S110)3 轴 3 

dx= 0，72P0 6) 定理 3.6 中 的 空间 XX 

了 ) 练 习 7,3 中 的 空间 X。 

设 S 是 R" 中 闲 的 且 !，p。c 的 子 集 。 证 明 对 于 S 的 紧 致 子 集 六 引进 9.2 
成 立 。 因 而 长 和 8S -五 的 有 办 分支 的 并 是 紧 致 的 。 

设 = 着 ooUP@， 其 中 K。 是 紧 致 的 并 且 是 !f.p。c 的 ， 而 直线 肛 PQ 只 在 
它 的 两 端点 与 Ke 相交 。 设 4B 是 C 及。 中 的 与 PQ 相交 叉 的 直线 段 。 
证 明天 可 分 离 和 和 请 当 且 仪 当 可 用 K。 中 的 一 条 道 赂 连结 P 和 Q@。f{ 提 
示 t 应 用 定理 8.4 和 9.4。] 


第 10 章 对 偶 映 射 


导言 

遵循 代数 拓扑 学 的 通常 程序 ， 我 们 将 通过 把 一 些 代 数 方法 加 
到 几何 中 借以 推广 Filenberg 判别 准则 。 然后， 使 在 本 质 上 相同 
的 几何 概念 提供 一 个 较 强 的 结果 ， 并 且 引 导 去 猜测 一 个 更 深入 的 
结果 ， 这 个 结果 将 在 第 11 章 中 建立 。 

判别 准则 〈 定 理 9.4) 与 下 列 两 个 概念 有 关联 : 


在 C- 下 中 道路 连 遂 ， 我 们 已 经 出 此 (在 第 4 章 中 ) 建立 了 
集合 to(C -天 ) 和 和 群 Ho(C -EK)。 

脆 计 天 一 3 的 同 伦 ， 我 们 已 经 (在 第 5 章 中 ) 运用 它 定义 了 
群 正 (K)。 因 而 最 终 可 以 指望 HGC - 和) 和 (KK) 之 间 有 某 种 关 
系 ， 通 过 详 弓 的 推演 ， 结 果 将 表明 ， 它 们 可 成 为 同 构 。 事 实 上 上， 
我 们 可 以 把 定理 9.4 的 结论 复述 为 

在 retC 一 K) 中 ，p(a) = p(b)， 

或 等 价 地 ， 
在 HOC 一 KK) 中 ,i(pla)) ~i(p(b)) = 0， 
当 县 仅 当 
在 HK) 中 ， 一 >N(C ) 定 义 0 元 素 。 


招 这 一 点 先 记 在 心里 ， 现 在 逐步 构造 一 个 映射 ， 我 们 把 它 称 为 对 
偶 映 射 。 
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对 偶 里 射 的 构造 
我 们 从 定义 
Do:C -EK— >Map(K, S:) 
为 Dola) (2)=N(z2-a), zEK, aEC-—K 
开始 。 
10.1 引 理 ”如 时 在 CRbe2ox 出 
Do(a) 宇 De(b) :天 一 St 
证 明 本 质 上 ， 这 与 定理 9.4 的 证 明 中 的 第 一 部 分 相同 。 如 
果 p:T-~C- 天 是 思 结 到 的 一 条 道路 ， 则 Dolp()〉 就 是 由 
Do 《a ) 到 De (b) 的 一 个 同 伦 。 国 


推论 通过 只 对 合成 92 作风 也 分 急 :得 烈 交 换 图 表 
CK MapK, SD 
lp t 
nC- 2 HK 
实际 上 ,该 引 理 恰好 说 明了 间 伦 类 qeDola) 仅仅 与 C- 下 中 上 所 在 
的 分 支 有 关 。 国 
另外 ， 我 们 已 定义 Hu(C -KX) = P(xo(C 一 K)) 。 于 是 依据 万 
育 性 质 ， 存 在 叭 -一 的 同 态 
Da:Ho(C— KE)——>HIK) 
佛 得 Di= Daetf。 同 态 D* 是 使 我 们 感 兴趣 的 辐 态 之 一 。 
首先 通过 道路 壕 通 分 支 和 同 伦 类 而 后 到 达 自 由 Abel 群 的 过 名 
是 可 调换 的 。 把 万 有 性 质 应 用 于 Do， 得 到 一 个 同 态 
Di:FP(C-K)—>Map(K, 8') 
使 得 Daei= Ds。 明显 地 , 当 注 意 到 对 于 F(C 一 下 ) 我 们 用 的 是 加 号 
而 对 于 Map(E，S0 用 的 是 乘 号 时 ， 


27 = 


Dnt Ca)) 《z) = 下 ECNCz 一 ar)) 


=N(TI (2-00 1), 


于 是 ， 特 别 地 ， 

Data) -Hb 人 = NETE). 
这 表明 了 ， 所 有 上 面 这 些 是 怎样 从 定理 9.4 中 了 的 定义 派生 出 来 
的 。 


我 们 可 以 把 所 有 这 些 各 种 不 同 的 定义 之 间 的 关系 汇总 成 一 个 
大 的 交换 图 表 。 为 了 如 免 混 光 起见， 我们 把 标准 映射 表示 为 
下 (C 一 下 ) 一 >FCC 一天) 这 so(C 一 收 ) 一 全 0o(C 一 下)。 
10.2 引 理 下 烈 图 琢 基 交换 的 


(Ce- 有 一 2 MapK,S59 


EA 


HC—K) > 
证 明 这 个 图 表 画 成 了 立 在 其 底 上 的 一 个 三 楼 往 体 ， 并 且 我 - 
们 将 用 几何 的 术语 来 称呼 它 。 我 们 必须 证 明 它 的 五 个 面 中 的 每 一 
个 都 代表 一 个 变换 图 家。 
据 Ds 的 定义 ， 上 面 的 三 角形 是 交换 的 ， 据 D: 的 定义 ， 下 面 的 
三 角形 也 是 交换 的 。 据 D; 的 定义 ， 背 面 矩形 是 交换 的 ， 据 命 是 
2.8 中 能 FE(D) 的 定义 左前 面 的 矩形 是 交换 的 。 剩 下 只 要 考虑 右前 
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面 的 盾 形 即 可 。 但 据 已 作 的 一 些 注 帮 ， 
goDaioi=goDo=Diep= Daoi op= Ds°F(p)oiy 

又 因为 9g*Ds 和 Da*F(p) 是 同 态 ， 由 宇 的 万 有 性 质 蔓 涵 着 它们 是 相 

等 的 , 压 


内 射 性 的 证 明 
用 本 节 的 记号 ， 定 理 9.4 说 明 ， 设 a，bEC 一 定义 了 
x=i (pa)) -1 (pb E HC-K), 

则 如 果 Dz(x) = 0， 就 有 x= 0。 这 是 表明 Ds 为 内 射 这 方面 的 部 分 
结果 ,然而 DD; 不 完全 是 内 射 。 

10.3 引 理 说 :GC 虹 紧 到 的 。 且 GC-K 的 无 办 分 支 、 光 
DD 

证 明 假定 (正如 在 引 理 9.3 中 那样 ) 对 于 所 有 zEK，iz| 
去 R, 则 2REU, 并 对 于 所 有 zE 久 ， 

“ Do(2R)(z)=N(z~ 2R) 

有 负 的 实 部 。 据 引 理 6.1 的 推 沦 ， Do(2R》 是 零 伦 的 ， 那 就 是 - 
DD)=0. 曾 


我 们 看 到 ，Ho(C -天 ) 对 于 我 们 的 需要 来 说 是 太 大 了 一 点 。 
我 们 用 下 列 方 法 把 它 缩减 到 一 定 大 小 。 设 是 任意 非 空 的 空间 ， 
{60} 是 恰 有 一 点 的 空间 ,t:X 一 {0} 是 上 唯 一 的 映射 ， 今 zo(10)) 恰 " 
有 一 个 元 素 。 故 存在 同 构 ksHa(f 9) 一 >Z, 因 为 + 有 一 个 右 道 ， 
所 以 i.:HolX) 一 >Ho({0}) 也 有 ， 并 且 它 是 到 上 的 ， 事实 上 ， 
对 于 任意 的 xEXX， 

ute Cp)) =1. 
定义 E(X) 是 t. 的 核 。 于 是 对 于 给 定 的 X 的 道路 连通 分 支 的 有 限 
集 {4)} 和 问 数 的 有 限 集 {n)}，Znii (4;) EHo(X) 属 于 所 o(X) 当 
。123 。 


. 且 仅 当 En; =0 
我 们 把 D: 的 限制 表示 为 
DEHoC-K)—> HK). 
平面 上 的 Alexander 对 侦 定 理 是 说 马 是 一 个 同 构 。 我 们 现在 证 明 
这 个 论断 的 一 半 ， 而 把 余下 的 一 半 留 到 第 11 章 中 去 证 明 。 


10.4 定 理 对 并 CG 的 任 让 时 于 了 集 K。. 呈 县 肉 数 ，、 
证 明 正如 已 经 指望 的 那样 ， 这 个 证 明基 于 定理 9.4。 设 


y= ni (A NEHAC-K) 
1—1 


(其 中 所 有 有 4, 都 不 相同 》 满 足 D(Y) = 0。 我 们 将 证 明 4; 关 U 槛 活 
着 mi = 0， 这 样 至 多 某 一 个 fj 不 为 零 。 但 如 果 又 YE Ho(C -天 )， 
就 有 Zni = 0， 这 样 ， 所 有 的 m) 都 为 等 ， 因 而 7?= 0。 

对 于 1 二 jr 选取 a; E 4 。 则 ?7= BCpP)(x)， 其 中 


X= Dinila;)EF(C-K), 
i 


因为 当 
0=D(Y)= D(F(p) (x)) = q(Da(x)) 
冉 ,Ds(x) 是 零 伦 的 。 因 此 我 们 可 以 应 用 命 顾 7.6 的 推论 ,把 D(x) 
扩张 成 一 个 连续 映射 g1:C - 4A; 一 >S", 还 可 以 假定 它 是 零 伦 的 。 
正如 定理 9.4 的 证 明 中 那 祥 ， 如 果 必 Ds(x) 定 义 一 个 映 身 
BiKUA;- {a;}——5!, 
可 把 它们 组 合 在 一 起 得 到 一 个 连续 映射 F:C - {ay} 一 >S'。 仍 如 
前 边 那 样 定义 
hilz) = F(a +zle +tR)), 
并 注意 到 ， 因 为 4; 是 有 男 的 ， 倘 车 尺 足够 大 ，h: 就 是 零 伦 的 ， 
此 degho= deghs= 0; 并 且 进 一 步 ， 如 果 s 是 够 小 ， 则 对 于 z€ 5'， 
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Ho(z) = Da(x) as + ze), 
因为 x= Ensilai) 以 及 Ds 和 deg 都 是 同 态 ， 由 此 得 到 

0= degho = Endi, 
其 中 di 是 映射 1.:5! 一 >S! 的 映射 度 、 而 

fi(z)=N(a, + Ze —ar), 
但 正如 在 定理 9.4 中 那样 ， 我 们 看 到 ， 对 于 R 关 j，d: =0， 同 时 如 
时 k=j， 

fi(2) =N(ze) =N(Z)N(e), 


故 g; = 1。 因 而 最 终 
0=End: =F 
如 所 断言 ,是 


为 了 说 明定 理 10.4 确 实 比 定理 9.4 强 这 一 点 ,我 们 由 此 可 推出 
一 个 结果 ， 然 而 它 却 不 能 由 定理 9.4 直 接 得 到 。 


推论 设 K 辐 从 得 价 于 加 ， 则 C ~ 不 和 多 有 两 个 分 支 。、 

证 明 我 们 有 HICK) 作 HI(S!) 侍 Z。 则 Ho(C -KK) 同 构 于 这 
个 群 的 一 个 子 群 ， 因 此 ， 它 或 者 是 平凡 的 ， 或 者 是 无 限 循环 群 。 
所 以 ,CK 有 一 个 或 两 个 道路 连通 分 支 。 图 


进一步 的 发 展 

前 述 的 这 个 结果 仅仅 是 著名 的 Alexander 对 偶 定 理 在 平面 中 
的 情况 ， 一 般 的 情况 是 ， 对 于 ER” 的 一 个 紧 致 子 集 XK ， 有 对 偶 向 
和 DH'(R' -K)—>H"™"*(K) 
(如 果 r = 0 或 n - 1， 稍 作 变 更 ， 就 是 上 面 的 结果 ) 。 有 关 它 的 一 
些 证 明 可 在 Alexandroff 利 Hopf ,Lefschetz,Maunder， Pontrjagin, 
Spanier 的 著作 中 找到 。 这 些 证 明 与 我 们 将 给 出 的 证 明 没有 什么 


» 125。 


紧密 联系 。 
有 一 个 更 一 般 的 结果 ,其 中 "用 局 部 同 胚 于 R* 的 空间 (一 个 
n 维 流 形 ) 所 代 夫 ， 这 就 是 Poincar6 对 偶 定理 。 对 于 它 的 证 明 可 
以 参阅 相同 的 参考 书 。 . 
Alexandroff,P。and H, Hopf, Topology 荡 。 Springer, 
Berlin, 1935, 
Lefschetz, Solomon. «Introduction to Topology» , Prin- 
feeton University Press, 1949, 
Maunder, C,. R. F. , 《Algebraic Topology»》 , Van 
Nostrand, Princeton,1970, 
Pontrjagin, L. S., 《Foundations of Combinatorial Topo- 
logy》 (English transiation)，Grayiock。1952。( 有 中 详 本 ， 
《组 合 拓扑 学 茶 础 》， 冯 康 译 ， 中 国 科学 院 出 版 ，1954 年 ) 。 
Spanier, E, H,, 《Algebraic Topology» , McGraw-Hill, 
-New York，1966。 


练习 和 问题 
1。 考 则 一 个 有 六 个 群 和 九 个 同 态 的 国家 ， 它 组 成 一 个 如 引 理 10。2 中 的 三 
楼 柱 体 。 对 于 柱 体 的 包 些 面 4 下 述 论断 成 立 ， “除了 和 外 ， 车 座 有 其 
它 的 面 都 是 交换 药 . 则 各 也 是 交换 的 ?” ? 如 果 这 个 论断 对 于 A 不 成 立 ， 
给 出 一 个 额外 的 假设 例如， 某 映 射 的 到 上 性 或 内 射 性 ) ， 使 得 在 此 
公设 下 成 立 。 
2、 设 KC 己 工 都 是 C 的 紧 玛 子 集 ， Dx 和 Dz 是 相应 的 对 偶 上 映射。 证 明 图 表 
FC—L yt CK 
二 fpr 
HitLy 一 Fn 
(其 中 水 平 的 映射 由 包含 颈 射 诱导 》 是 交换 的 。 
3。 一 条 9 曲线 ,是 与 一 个 加 用 其 一 条 直径 的 并 集 同 姻 的 空间 ， 运 用 定理 
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10.4 讶 明 一 和 5 曲 级 涪 C 笃 多 分 成 三 个 分 支 .假定 Jordan 酚 线 定理 成 立 。 
证 明 分 支 获 必 正好 是 8 。 对 于 两 条 Jordom 监 绕 的 分 离 并 入， 试 得 出 相 
司 的 “号 铺 果 。 

4。 设 C 是 一 个 网，x eFCC -证 明 D， (x) 在 C. 上 的 贞 壬 度 是 x 在 (内 
的 点 的 个 数 《 以 午 数 计算 个 数 》。 


5。 详 细 证 明 ， 如 果 Y 是 Rs 中 的 连通 的 开 子 集 ，rzP2 并 且 xEY， 则 V 一 
{a} 


的 ， 当 n=1 时 ， 这 个 论 十 哪儿 类 效 ? 


?。 采 用 定理 10.4 证 天 中 的 记号 ! 命 h(z) = (xz 一 04)-1，h(K) = 一世 并且 了 
是 C - 工 的 无 界 分 支 ， 证明 存在 一 个 连续 哈里 履 :C5 使得 
Mw =D (ai +w Dh), 对 FwéELUU, 
从 放下 过 壮 虑 村 在 中 心 为 9 学 径 相当 大 的 一 些 加 上 的 映射 谋 而 得 到 定 
更 10.4 的 另 一 个 证 明 。 
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第 11+ 章 ”对偶 定理 的 证 明 


导 
我 们 已 经 提 及 的 对 侦 定理 说 的 是 对 于 C 的 紧 致 子 集 K， 
D:H(C-K)—>HK) 

是 一 个 同 构 ， 并 且 已 经 证 明了 是 内 射 的 。 对 于 其 到 上 性 种 要 新 的 
论证 方法 ,我 们 面 对 的 最 明显 的 困难 是 集合 K 的 任意 性 。 钢 如 ， 
邯 使 必 同 胚 于 圆 ， 在 平面 上 它 也 可 能 是 非常 弯曲 的 ， 处 处 连续 但 
处 处 不 可 微 的 函数 的 存在 〈 属 于 Weierstrass 所 给 ) 表明 了 天 在 任 
意 点 处 都 可 以 没有 切线 。 我 们 可 以 还 过 一 个 例子 来 说 明 这 种 可 能 
广 ， 正 象 Weierstrass 所 做 的 那样 ， 这 个 例子 是 一 个 序列 的 极限 ， 
此 序列 的 第 n 项 又 可 用 有 限 项 来 表示 。“ 雪 片 曲线 ”是 这 样 得 到 
的 ， 三 等 分 一 个 等 边 三 角形 的 各 边 ， 并 且 以 中 间 线 医 为 底 边 朝 外 
建立 新 的 等 边 三 角形 ， 反 复 实施 上 述 步 骤 ， 所 要 求 的 曲线 是 这 图 
: 形 的 外 区 界 。 图 11.1 宕 示 的 是 这 种 构造 法 的 第 三 步 。 

用 这 种 构造 法 所 留 下 的 曲线 图 定义 了 一 个 相当 复杂 的 紧 致 集 
合 。 另 一 个 是 与 第 8 章 一 些 反 例 有 关 的 “夏威夷 耳环 "(图 11.2)， 
其 定义 是 一 个 套 一 个 的 相 切 的 回 的 序列 的 并 集 ， 这 些 贺 的 直径 趋 
向 于 零 。 最 后 ， 图 11.3 的 “Wada 潮 ? 描绘 的 是 这 样 一 个 图 形 ; 
它 是 由 一 个 闭 的 圆 航 〈 陆 地 ) 和 三 个 开 的 子 盘 〈 淹 泊 ) 并 依次 用 
沟 织 来 扩大 这 些 湖泊 ， 使 得 在 第 nx 步 号 码 为 p(module 3 ) 的 湖 到 
峙 地 上 每 个 余 留 下 来 的 点 的 距离 不 超过 1/a。 当 # 一 o 时 ， 陆 地 的 
极限 给 出 另 一 个 具有 不 太 令 人 愉快 的 性 质 的 紧 致 集合 。 

不 要 期 望 我 们 能 够 详细 地 研究 所 有 这 祥 一 些 空间 的 性 态 。 因 
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器 


此 ， 访 我 们 证 明 中 必须 用 某 种 较 简单 的 空间 有 效 地 代替 尼 。 这 将 
涉及 到 一 些 逼 近 的 技巧 。 

在 我 们 的 情况 下 是 一 些 较 简单 的 已 经 准 各 就 绪 的 空间 。 我 们 
使 用 C 一 K 的 总 都 是 点 的 有 限 集 , 这 样 的 一 个 点 集 确 定 Ho(C 一 K》 
的 一 个 元 宗 。 我 们 不 能 把 下 扩大 到 除 这 些 点 集 以 外 的 整个 的 C， 


图 11.2 图 11.3 


”729 * 


不 是 紧 致 的 。 代 边 这 个 ， 我 们 以 在 一 个 把 KX 和 这 些 点 包 
上 , 挖 挤 中 心 在 这 些 点 的 小 开国 检 而 得 到 的 。 
14， 包 含义 ， 并 上 且 在 它 的 祭 集 里 仍 有 放 关 的 点 。 因 此 ， 
这 个 想法 克 是 把 关于 天 的 一 些 河 题 化 成 关于 革 个 这 样 的 工 的 问 
题 。 

扩张 定理 

在 试图 证 明 刀 是 到 上 映射 当中 ， 我 们 可 以 假定 在 H((K) 中 给 
出 一 个 由 映射 1;K 一 5 代表 的 等 价 ) 类 $。 上 面 的 讨论 启发 了 我 
们 从 对 于 某 个 适当 的 工 ， 把 了 扩张 成 一 个 出 工 一 S1 的 观 射 开始 。 
事实 上 ， 这 个 扩张 是 这 个 证 明 的 唯一 困难 部 分 .在 平凡 的 情况 
下 g= 0， 了 是 零 伦 的 。 因 此 据 命题 7.6 的 推论 , 它 可 扩张 成 一 个 连 
续 的 映射 C 一 55 反之 ， 因 为 HI(C) = 0， 如 果 这 样 一 个 扩张 存 
在 ， 我 们 有 $ = 0。 在 一 般 情况 下 ， 我 们 有 Tietze 扩 张 定理 (7.4) 。 
分 别 地 把 这 定理 应 用 到 的 实 部 和 趾 部 (参阅 练习 7,2) 一 一 这 个 
应 用 是 合理 的 ， 因 为 紧 致 集合 K 在 C 中 是 闭 集 一 一 故我 们 有 了 的 
连续 扩张 g:C 一 C。 现 在 如 果 0 不 在 8 的 象 中 ，No8:C 一 St 是 了 的 
一 个 扩张 ,因而 还 是 属于 上 面 讨论 过 前 平凡 情况 。 一 般 , 我 们 可 以 
记 X=s -10))， 则 

N° (gl C—X):C—X—SL 

也 是 了 的 一 个 扩张 。 于是， 如果 开 是 有 限 的 ， 通 过 把 C 限制 到 一 
个 适当 大 的 圆 盘 ， 并 去 掉 围 绕 天 的 那些 点 〈 但 与 X 相 离 ) 的 小 图 
登 ， 我 们 就 得 到 所 要 求 的 种 类 的 一 个 扩张 。 因 此 下 而 就 证 明 


1 定理 长 KSC 是 紧 致 的 并且 并 CC 一 (0 是 连续 的 :区 
存在 了 的 一 -个 连续 的 扩张 &:C-C， 使 5 全 号 0 六 是 有 限 的 ， 

证 明 据 定理 7.4, 确 实 可 以 把 了 扩张 成 一 个 连续 映射 61:C 一 
嫌 . 现在 我 们 希望 改进 g1 以 达到 要 求 的 结果 ， 在 拓扑 学 中 对 于 改 
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进 映 射 的 两 项 最 好 的 创造 性 的 孩 巧 是 用 某 种 映射 去 还 近 它 们 ， 李 
这 种 映射 在 把 定义 域 进行 某 种 细 分 后 的 每 个 集合 上 或 者 是 可 微分 
的 或 者 是 线性 的 .这 里 我 们 弃 不 关心 职 射 5 是 哪 一 类 , 甚至 也 不 关 
心 它 儿 香 能 各 近 gl 达到 该 定理 的 最 快 的 捷径 似乎 是 应 用 细 分 的 
这 种 想法 而 不 是 更 多 的 别 的 。 

首先 ， 我 们 处 吾 己 的 非 紧 致 狂 。 设 下 被 包含 在 ll 寺内 ;把 
由 寻 兰 27 确定 的 集合 记 为 卫 。 则 电 思 1 民 = 记 访 (P) = {1) 定 义 的 映 
壬 二 :下 UF 一 C 是 连续 的 并 且 及 jFfEC 中 是 闭 集 ， 据 Tietze 定 
理 . 二 可 扩张 成 为 一 个 连续 映射 82:C 一 C。 

因为 8 是 连续 的 ， = gs 1({0)) 是 闭 集 ， 又 因为 gz 基 记 的 一 
个 扩张 ， 和 与 民 不 相交 ， 放 和 是 有 界 的 。 同 讨 ， 玉 与 天 也 不 祖 
交 。 则 据 定 理 1.12 存 在 一 个 数 6>0 使 得 对 于 匠 有 zEK，mEXR， 

d(z,w) 20。 

把 集合 lx| 所 入 ， |3| 专 27 用 平行 于 坐标 轴 的 直线 分 成 一 些 边 
长 <6 的 矩形 。 则 没有 一 个 矩形 可 以 是 与 也 相 况 义 与 和 相交 (图 
11.4) 。 

在 大 正方 形 的 外 而 以 ] 
及 在 不 与 X 相 交 的 每 个 矩 
形 , 楼 或 角 顶 上 取 g = 8:。 
我 们 刚才 已 注意 到 这 些 矩 
形 的 并 集 包含 K ,因此 ,这 . | 
就 保证 5 扩张 了 了 。 对 属 
于 X 的 每 个 角 顶 了 定义 、 
8(P)=1。 对 于 与 XX 相交 | a 
的 每 条 校 PQ (或 许 交 于 一 dh 
些 内 点 , 钻 许 可 能 只 交 于 图 11.4 
一 个 端点 ) ， 在 C {0} 中 已 经 定义 了 gLP) 箱 (g(Q)。 因 为 C 一 {0} 


* 131， 


古道 路 连通 的 ， 我 们 可 用 一 条 道路 ?:I 一 C 一 {0} 连结 这 些 值 。 在 
楼 PQ 上 定义 8 为 
8((1 -DP+IO) =7(), 0St<1, 
剩 下 的 是 内 在 与 了 相交 的 有 限 多 个 矩形 上 定义 g, 我 们 这 酉 来 
做 ， 使 得 8 在 每 个 这 样 的 矩形 上 连续 ， 并 且 g-1({0}) 只 包含 该 算 
形 的 中 心 。 则 g-4{0})》 将 是 有 限 的 ， 并 据 定理 1.7 由 归纳 法 可 以 
证 明 8 是 连续 的 。 于 是 该 定理 可 由 下 面 的 引 理 得 到 。 


11.2 引 理 ” 沁 有 是 & 中 胆 往 形 。, 宫 的 册 儿 沙 的 基线 运 化 3R。 
证 明 设 如 是 尺 的 中 心 《图 11.5) 。R 一 {zo} 前 每 个 点 位 于 
由 zw 发 出 的 唯一 的 一 条 射线 上 ， 它 与 9R 恰 交 也 一点， 因此 它 可 叭 
一 地 表示 为 
Zo+ hz—Z0), 0<AEl, ZEOR. 


图 11.5 
现在 定义 8 为 
Blzot AC(z— 20)) = Af(z), OMEL1,2E OR, 

在 wo 处 ,4=0, z 不 是 完全 确定 的 ， 但 对 于 所 有 zE 9R (等 式 ) 右 
边 为 0 ， 反 之 ,因为 f 的 值 域 在 C - 10} 肉 ， 因 而 仅 对 于 4= 0 时 ， 也 
即 仅 在 zo 处 右边 的 值 为 0 。 显 然 ，g 扩张 了 了 〈 取 1= 1)， 

璋 下 的 是 证 明 引 是 连续 的 。 在 尽 的 异 于 ao 的 点 P， 4 和 >z 连 . 
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抱 地 依赖 于 了 P， 因 此 5g(P) = 4f(z) 亦 然 。 因 为 96R 是 紧 致 的 , 1(6R》 
是 有 和 界 的 ， 比 如 说 其 界 为 有 。 于 是 如 果 2a 吓 玉 的 较 短 的 边 长 ， 并 
且 IP~-zol<as/K, 则 参数 | 《对 于 P》 小 于 ，s/K， 因 此 lg(P)| 
<s， 这 证 明了 8 在 za 处 的 连续 性 。 面 


自然 性 质 
下 面 的 简单 结果 叙述 了 对 于 C 的 不 同 子 集 的 对 偶 映 射 的 联 
系 。 
11.3 引 理 ” 设 肥 。 工 是 和 的 〈( 览 致 二 集 ,使 KCL 2 
KCL 和 mi:C-LCC- -K 家 冰 包 合 觅 射 。 出 下 面 的 图 表 是 交换 的 
Co-L i C-K 


3 
DC 9 


MapL, SUH Map(kK, SD 
证 明 首先 注意 


C-L -也 C-K 


py 加 


MaptL. S0 MapK, SY) 
是 交换 的 ， 实 际 上 ， 对 于 a EC - 工 和 z EK 有 
DElia(a)) (2) = DEla) (2) = N(z-a)= Di(a) (7), 
通过 运用 万 有 性 质 可 以 看 到 ， 具 有 F(C - 人 
交换 的 。 最后， 过 渡 到 同 伦 类 可 得 到 要 证 明 的 结果 。 国 


对 于 一 些 特殊 情况 的 证 明 
首先 假定 天 是 一 个 圆 |z 一 zo = m。 则 C ~K 恰 有 两 个 分 支 
B 《有 界 的 )》， |z~ zol <ro， 
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U 《无界 的 ) ， 作 一 2 姑 | >>mo 
《正如 前 面 已 经 姥 到 的 ,它们 二 者 都 是 开 集 并 且 是 道路 连通 的 )， 
这 就 本 以 计算 所 (C -天 ) 。 注 意 到 存在 同 凸 h:8! 一 ,其 定义 为 

h(z) 一 20 士 T0Z。 
我 们 可 以 以 此 来 计算 HIK) 因为 h 是 一 个 同 胚 ， kh" ;Hi(K) 一 > 
1(S0) 是 一 个 同 构 ， 又 因为 deg;HI(SD 一 2 是 一 个 同 构 ， 玖 
do= degoh* 也 是 同 构 。 我 们 也 把 fK 一 >S! 记 作 d0(7)。 

现在 夹 计算 D1。 根 据 上 述 ， 更 明确 些 ， 是 计算 doe D1, 据 引 理 

10.3D1(U) =0. 但 B=p(z0), 数 

do(Di(B)) =do( Dlp(z0))) = do( Do(z0)) 

=deg( Do z0) oh) 


Dolzo) (h(z)) = Dolz0) (zot+ ro2) 
=N(roz) 
= 
因此 这 映射 是 恒 同 映射 ， 它 的 映射 度 是 1。 所 (C -KK》 的 元 素 是 
mi (B)+ni’(U)， 其 中 m+n=0， 那 就 是 说 n= -mi 又 根据 上 
述 ，du。DD, 把 它 映射 到 mE Z。 于 是 我 们 得 到 一 个 双 射 ， 从 而 也 是 
一 个 同 所 
在 下 面前 情况 中 我 们 要 使 用 这 些 ， 而 那 种 情况 是 我 们 以 后 将 
要 用 到 的 。 
设 4 是 C 中 的 圆 盘 |z 一 zol 所 mo, 并 假定 由 |z-zil ri (<i< 
K) 给 定 的 圆 盘 4, 是 相 离 的 ， 而 且 都 在 Ao 的 内 部 。 这 可 解析 地 表 
未 为 


Iz -zol<ro -rs, 1<i<Ek, 
lz -zl>ritr, 1<i<i<k, 
设 X 是 由 Ao 挖 掉 所 有 图 盘 4; 的 内 部 后 而 得 到 的 空间 ; 于 是 XX 的 
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rt 


信人 

lz zol ro, |z-zi|>r;, 1E1i<k 
《车 110 ,证 图 1z 一 2 =ri(0SiQk) 记 作 T,, 而 把 T;(1<i<k》 
的 苍 集 沁 主 了 设 产 YCX。 


贸 11.6 


11.4 引 理 “六 :及 (XIKY) 最 :一 个 内 让。 
证 明 设 f:X 一 >S! 使 得 iY 其 零 伦 的 。 则 对 于 每 个 11<1< 
Kk) ,有 TT; 是 替 伦 的 。 据 命题 7 .6 的 推论 , 它 可 以 扩张 成 连续 映射 
i1161 一 $1。 和 如 果 定 义 F:Ao 一 >51 为 FIX=f, FiA; = gi1(1<i< 
)， 基 定理 1,7F 是 连续 的 。 
但 4 是 西 集 , 因 而 是 可 缩 的 。 记 以 F 是 零 伦 的 。 据 引 理 5.2 瑚 = 
FIX 也 是 零 伦 的 。 于 是 六 有 和 均 核 、 揭 引 理 2.1， 六 是 内 射 。 大 


75 命题 作 : 如 (G2 一 > 弄 (2 下 一个 风 构 ， 

注意 ， 由 它 可 得 卫 是 一 个 局 梅 ， 即 对 偶 定 理 对 于 X 成 立 , 因 
为 如 果 DCx) = 0， 则 产 (D(x)) = 08 又 因为 六 oD 是 内 射 ，x= 0。 
所 以 DD 是 内 射 , 另 一 方面 ,如 果 YE H'CX), 则 因为 oD 是 到 上 的 映 
射 ， 存 在 zE BCC 一 X)， 使 已 (D(z)) = 六 (7), 因 为 六 是 内 射 ， 训 
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得 到 7 = D(z)。 于 是 马 是 到 上 的 。 

证 明 正人 象 上 述 (K 是 一 个 图 ) 的 情况 一 样 ， 显然 C- 久 有 
分 支 E=C~A 和 IntAs(1&i<k)。 则 Ho(C 一 X)=F(m(C-X)) 
的 任意 元 素 可 以 唯一 地 表示 成 


noi’ (C ~ AD + mit (IntA1) 。 


i 


它 属于 所 CC - 好) 当 旧 仅 当 


nt Pn;=0, 
这 就 是 涪 ， 
太 
no= — Dnis 


故我 们 可 以 把 mi(L<j<i 团 作 是 相互 苑 关 的 星 数 ， 而 mo 由 它们 
所 确定 。 

今 据 引 理 8.2，HIY) 是 BID)(E<isR) 的 直 和 并 且 如 前 画 
的 例子 中 那样 ， 运 用 让 

hi{z) 二 z+riZ 

给 定 的 同 胚 h;:S: 一 > 了; ,可 以 定义 一 个 同 物 d; = degoh;* :HAT;》 
一 全 ， 于 是 HI(Y) 的 元 素 双 方 一 一 地 对 应 于 整数 序列 (di，…， 
di), 

弱 下 的 是 计算 映射 DD。 为 此 ， 只 要 确定 数 

ad; (Danoi’ (GC—AD) + Dnsi’ (ntA))) 

就 足够 了 。 

考虑 图 天 


HuG—X) 一 PC 一 F) 
Doi) DaCFD 


(天 BY) ~ HTD 
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指 吉 理 11.3， 它 是 交换 的 。 但 前 面 我 们 已 计算 过 Da(T))， 并 且 
intai (对 应 于 前 面 的 B ) 是 C- 了 (1<j<%k) 的 有 界 的 分 到 ,于 是 
0 是 IntA; 的 系数 ， 因 此 6) =n)。 现 在 由 前 面 对 于 所 (CX) 和 
HY) 的 论述 得 到 j*。D 是 驱 射 。 盟 


11.6 定 还 各 果 K 太 的 贤 政 革 信 ,网 映 时 
D:fo(C~K)—*H(K) 

-个 兢 询 。 
证 明 ” 在 定理 10.4 中 我 们 已 看 到 DD 是 内 射 :现在 必须 证 明 它 
是 到 上 的 。 设 $8E HK)， 用 映射 :RK 一 >5! 来 代 几 $。 指 定理 
11.1, 我 们 可 以 把 了 扩张 成 映射 8:C 一 >C 使 得 8-1(0) 是 有 限 的 。 
命 zo= 0 并 把 ro 选取 得 如 此 之 大 使 得 K CU(0,r0)， 设 za，…， 生 是 
g-1(0) 在 U(0sr0) 中 的 所 有 的 点 ， 并 把 数 r; 选取 得 如 此 之 小 使 得 
Ulzisr1) CC-K; 于 是 ， 如 果 XX 如 前 甸 所 定义 ,KCX。 现 在 8|X 
的 铺 在 C 一 {0) 中 ， 圾 No (gjX):X 一 >5! 也 是 了 的 扩张 。 因而， 在 
引 理 11.3 的 交 钨 图 表 


入 (CX 了 (CK) 
pe 
Hi(X) 


HK) 


i 


中 ， 在 i 的 义 内 ,但 按照 命题 11.5， 该 定 更 对 于 是 成 立 的 ， 
所 以 D7 是 到 上 的 跌 射 ， 放 在 
"oD*= Drois, 
的 象 内 ， 从 而 也 就 在 Dx 的 象 内 。 但 4 是 任意 的 ， 所 以 Dsx 确 实 是 
到 上 的 。 这 就 完成 了 定理 的 证 明 , 外 
现在 ，Iordan 曲 级 定理 是 一 个 直接 的 推论 ， 
» 37 。， 


11.7 定 再、 没 区 GU 湛江 各、 网 恰 丰 机 个 六 政委 分 


支 。 
因为 玉民 旺季 S:， 它 是 紧 致 的 ， 故 可 应 用 定理 11.6。 因 此 
Bo(C-K)c2BIK)2H10SD 22, 
而 


HC-K)AR CKIOZAZOZ 
的 秩 为 2。 所 以 C -K 有 两 个 道路 连通 分 支 ， 如 所 断言 本 


进一步 的 发 展 

我 们 已 经 提 及 推广 到 高 维 的 问题 。 正 如 前 面 所 描述 的 那 榜 ， 
这 个 证 明 的 关键 想法 是 用 某 种 “足够 靠近 ”和 “相当 规矩? 的 对 
象 来 代替 一 个 任意 的 紧 致 集合 天 .第 二 项 要 求 有 两 种 标准 的 解释 : 
可 以 寻找 一 个 子 集 ， 它 或 者 是 多 面体 或 者 是 可 微分 的 〈 我 们 已 用 
过 的 是 第 二 项 ， 不 过 这 种 决 择 纯 系 体会 方面 的 癌 题 )》。 可 以 证 
明 ， 如 果品 是 包含 天 的 任意 开 集 ， 风 存在 紧 致 集合 工 ， 天 一 
也 使 得 工 是 多 面体 ， 以 及 类 似 的 可 微分 的 工 。 闫 下 这 些 论 断 约 证 
明 ， 可 参阅 Staliings 或 Hudson, 以 及 Conner 和 Floyd 或 Stong 的 
书 ， 

Conner,P.E.and E,.E,.Fioyd, 《Differentiable Perodic 
Maps》，Springer,Berlin,1964。 


Hudson, 3. F. P,, Piccewise Linear Tobology》 , Ben-— 
amin:;New York，]1959。 

Stallings,J. R., Lectures on Polyhedral Topology», Tata 
Institute ,1968, 

Stons, R.E,,Notes on Cobordism Theory» , Princeion 
University Press, 1968. 
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练习 和 问题 

构造 St 上 的 忆 同 映射 的 一 个 扩张 6:DD* ->C 使 得 E-1({93) 不 是 有 有限 的 。 

设 8:C>C 是 1:K->S 的 扩张 《KCC 是 紧 致 的 )， 并 假定 了 同 伦 于 f7。 

证 明 存在 f! 的 一 个 扩张 8' :CC 使 8'-1C0D =g-!({9) .提示 ， 除了 

下 的 出 近 以 外 可 选 耻 8g 等 于 g ,了 

设 LCC 是 具有 Qo 个 顶点 和 4 条 校区 连通 图 ! 设 C- 工 有 qs 个 分 支 。 

证 明 Euler 公 式 eo -eli+aa= 2 

证 明 : 如 果 K 和 Ks 是 C 的 紧 致 子 集 全 得 KK, 分 离 C， 而 K2 支 配 K1， 风衣 ; 

分 离 C。 

5。 说明， 如 果 关 如 引 理 11,4 中 所 示 ， 并 且 人 X51 在 T， (OSI<R) 上 的 
喘 射 度 为 6 ， 则 


， 
d= Tdi. 
be 


证 肖 。 如 果 KCD? 古 紧 致 的， 并 县 g:D?->C 是 一 个 映射 使 得 EC CC 
一 0}， 于 么 麻 以 找到 这 样 一 个 映射 8';D? 一 C， 在 玉 上 同 8 一致 ,8 和 ! 
00 是 有 限 的 ， 关 县 对 于 所 有 的 z， 满 是 8 人 (2) ~8(z)| <e， 共 中 s>*0 是 征 
意 给 定 的 数 。 

【提示 ， 首 先 选取 


Sa 


四 


= 


6 


p<min(£,d(K),0) ). 


热 后 ， 男 矩 澡 将 刀 ? 分 割 得 如 此 之 细 ，, 使 得 没有 一 个 与 K 和 gCUs (0)》 
相交 并 且 对 间 一 个 矩形 中 的 za 和 zz 有 

lg(z1) ~ 8 (22)| < 
最 后 ， 再 象 对 定理 11.1 那 样 进行 论证 ，] 

7。 证明 :在 练习 10. 4 中 ， 如 果 C 是 任意 一 条 Jordan 曲线 ， 访 练习 仍然 是 
成 立 的 ! 特别 地 ， 如 果 鼠 分 离 忆 和 只 ， 则 对 于 由 3" 到 如上 的 纤 总 问题 
h, 

Dali(P) — i(Q)) on 
前 映 射 度 为 +1。 
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8。 设 
Ar =(1,0,0), Br = (0, ts 1), i=1, 2, 3 
是 下 ;中 的 点 。 又 设 电 是 九条 线段 妨 ， Bi (i,j=1,2,3) 的 并 集 。 试 询 则 
包含 在 G 中 的 所 有 Jordan 曲线 。 再 列 出 玉 :(G) 中 所 有 这 样 的 元 素 ， 它 
在 这 些 申 线 中 每 一 条 上 的 限制 映射 的 映射 度 为 +1，0 或 -1。 
9。 利 用 前 面 两 个 练习 证 明 。 在 心中 不 存在 同 胚 于 台 的 子 空间 。 
19。 对 于 在 本 旭 开 始 时 描述 过 的 一 些 紧 致 空间 五 ， 讨 论 群 了 。(C- 和 ) 和 
Hi(KR), 
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第 12 章 ”关于 证 明 的 注释 


导言 

在 前 面 三 章 中 ， 曾 试 着 用 可 能 最 简单 的 语言 来 描述 对 侦 定 再 
的 证 明 ， 因 为 了 解 拓 扑 学 中 的 一 些 基本 结果 ， 实 际 上 并 不 依 闵 许 
多 其 它 的 数学 科目 。 然而， 如果 我 们 更 细密 地 考察 -- 下 它们 的 证 
明 ， 就 会 发 现 它们 同 其 它 数学 分 支 有 着 广泛 的 联系 。 这 些 使 我 们 
的 鬼 思 和 论证 看 起 来 似乎 更 加 自然 ， 并 且 洞察 出 为 什么 要 这 样 来 
进行 证 明 。 


增 广 平面 

我 们 首先 要 观察 ， 通 过 添加 一 个 额外 的 点 可 以 更 完善 地 把 平 
面 C 封闭 起 米 ， 或 更 确切 地 说 ， 把 平面 C 紧 致 化。 这 可 如 下 来 
做 。 在 只 ?中 到 单位 球面 S? 并 由 北极 〈0,0,1) 把 它 球 极 投射 到 亦 
道 平面 z =0 上 。 我 们 可 以 把 此 平面 (通过 z= xx + ixz) 与 C 等 辕 
起 来 (图 12.1) 。 除 去 在 点 《0，0，1) ”本身 以 外 ， 这 个 映射 处 
处 是 完全 确定 的 。 它 可 以 用 坐标 表示 为 


~ Nz1 1,729 19) 
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《8，0， 一 也 以外， 我 们 还 有 另 一 个 表示 式 (1+2) 


A ， 存在 一 个 双方 可 逆 的 映射 ， 比 如 说 , 它 可 凡 给 完 
为 
_f_ 2Rez 2Imz {zl?2~-1 
Gs) = 加). 
居 这 此 映射 由 显然 每 一 个 糙 是 兴 续 的 ,所 以 在 C 和 5S: {0,0,1)} 


1 已 绕 构造 了 一 个 同 肘 e 。 
可 以 把 S$? 认为 是 由 C 漆 加 上 这 个 点 而 得 到 的 ， 由 此， 就 可 把 
£5? 上 的 举 标 ， 并 规定 z= co 是 〈0，0，1) 的 形式 坐标 。 
+ 影 儿 钵 的 读者 可 以 看 出 ， 在 C 〈“ 复 仿 射线 ” ) 上 的 无 穷 
一 点 的 过 程 将 得 到 一 维 的 复 射 影 空 间 ， 然 而 这 里 正在 谈 
的 是 拓扑 的 而 非 射 影 的 性 质 . 

为 了 研究 在 S: 上 关于 这 些 复 坐标 的 连续 性， 注意 (依据 上 
述 ) 除去 在 〈0，0，1)》 以 外 ,z 是 很 好 的 坐标 .现在 S? 对 于 为 辆 
的 反射 是 一 个 同 脖 ， 用 复 坐 鹤 可 表示 为 z ->z-!〔 借 用 熟知 的 约 
定 c =0 5 0= co"0 。 于 是 对 于 研究 增 广 平面 在 co 处 的 拓扑 ， 
和 :是 一 个 合适 的 坐标 。 . 

现在 可 以 看 到 ，《 例 如 ,应 用 引 理 3.5 (i))S? 是 1,p.c 的 ， 所 
以 对 于 以 5? 代 替 的 C， 引 理 9,1 和 9.2 也 可 应 用 。〔 然 而 引 理 9.3 
不 能 应 用 ， 因 为 8 只 是 紧 致 的 ， 而 不 产生 有 界 性 的 概念 ，) 而 
且 ，C 和 3? 的 分 离 性 本 质 上 是 相同 的 。 因 为 如 果 丘 是 S: 的 子 集 ， 
则 或 者 瑟 = S*， 在 这 种 情况 下 没什么 事情 可 研究 ， 或 者 存在 点 P 
ES2 -五 ,于是 我 们 可 以 旋转 8 使 PP 一 > co 并 使 中 的 象 包含 在 C 的 
象 内 。 对 于 这 种 情况 我 们 有 


12.1 引 理 说 克 基 C 的 时 也 优 ， 以 2 表示 .< 让 亚 此 
四， 机 及 0 表 下 尖 轩 仙人 广 。 则 1c(K) 的 公克 且 <(9.) 
1d2 。 


名 etD)U{ce)j， 

证 明 ”如 同 在 引 理 9,3 中 那 祥 ， 设 KK 包含 在 1z] <r 内 ,并 定义 
B 为 |z1>r。 则 e(B) U{co] 在 8 中 是 一 个 圆 若 ， 因 而 是 连通 的 
它 也 把 co 包含 在 它 的 内 部 。 因 此 e(U)U {co}， 即 相交 的 连通 染 合 
《0) 和 e(E) U{co} 的 并 ， 是 连通 的 。 

现在 要 证 明 集 e(B。)，e(U) U1{co} 中 的 每 一 个 在 SC 内 此 在 
Se(K)) 中 是 开 集 。 由 此 得 到 ， 它 们 就 是 5; -elK) 的 道路 壕 通 
分 支 [= 分支。 因为 它们 中 的 任意 两 个 都 是 被 某 条 刍 恕 所 分 离 
的 ， 因 此 在 Sz- eCK) 中 没有 可 以 把 它们 中 的 两 个 连结 起 来 的 道 
路 。 

因为 8.， 品 在 C 中 是 开 集 ， 且 e(G) 在 S: 中 是 开 集 ， 所 以 
2 (B。) 和 elU) 在 S? 中 是 开 集 。 但 我 们 已 看 到 eo 是 e(U) U1{co) 的 
一 个 内 点 ， 因 此 ，e(B.)，e(U) U {co} 在 5 中 是 开 集 。 卉 


前 几 章 的 置 述 

在 射影 几何 里 经 常 使 用 齐 次 坐标 (zeyza)， 其 中 使 ?= z。 2 是 
直线 上 的 原来 的 坐标 ， 并 且 z= ce 对 应 于 和 =0。 我 们 必须 约定 z 
和 2 不 能 同时 为 零 ， 且 对 于 任意 1E C - {0}，(Mzoyhza) 与 (zy2) 
表示 同一 个 点 。 

现在 考虑 “双方 线性 ”变换 


Zo az 十 了 21 } 满足 ox|e 引 =ma -be. 
2 = Crot+ dz 财 


-这 是 完全 确定 的 并 且 是 可 滥 的 ， 导 出 的 喘 射 称 为 射影 喘 锯 。 用 老 
的 坐标 ， 它 可 给 定 为 
GZ 十 了 


ZH- 一 > 2 = 
CZ 十 好 


对 我 们 来 说 ， 报 根本 的 是 考察 它 定义 一 个 连续 映射 5: 一 >S*、 或 
. 许 除去 在 z= % 和 z= -d/c (如 果 c= 0 它们 重合 ) 以 外 ， 它 的 连 


4 143。 


续 性 是 显然 的 ， 不 过 作 代 换 w=x"! 后 ， 在 那些 点 处 连续 性 也 成 
立 ， (所 有 ) 射影 映射 形成 一 个 群 ， 即 射影 群 PGLs(C )， 它 是 
由 作用 在 8z 上 的 一 些 辐 黎 构成 的 。 


12.2 引 更 .类 用 具体 起 本 二 到 护 个 下 的 返 杀 是 P 才 和 
人 

换 名 话 涪 ， 给 定 两 个 分 别 由 三 个 不 两 的 点 构成 的 点 组 《Pi， 
P,P) 和 (CQ1;8;,83), 则 存在 唯一 的 射影 映射 了 使 得 f(P; ) = @, ， 
i=1,2,3, 

我 们 用 不 到 这 个 结果 。 因 此 不 详细 地 证 明 它 。 在 (91,@s， 
Qs) = 《0,1,00) 的 情况 下 ， 所 要 求 的 上 映射” 〈 用 非 齐 次 坐标 》 可 给 - 
定 为 


p, py 2-P) (Ps- Py 
st oPsP, PY) (ps) B= By 


刚才 定义 的 记号 (z,Pa; 了 P,P 叫做 这 四 个 点 的 交叉 比 ,交叉 比 
的 种 念 在 射影 几何 中 所 起 的 作用 正 象 距离 对 之 于 Euclid 几何 。 特 
别 地 ,此 引 理 表明 ,我 们 可 以 要 求 把 两 个 不 同 的 点 a，5 映 甘 到 0 
和 ce， 如果 上 ， 是 有 限 的 ， 这 当然 由 
Za 
“0 
即 可 达到 ， 于 是 应 用 引 理 12,1， 可 以 把 Eilenberg 判别 准则 重 述 
为 : 
12.3 站 理 ” 溉 K 虹 的 不 代入 或 co 的 要 政信 、 则 X 公 高 
和 没有 俊 Ne 到 光一 5 吉 间 当 从 的 . 轩 
其 次 ， 考 虑 对 个 映射 的 构造 。 第 10 章 中 的 基本 定义 是 
Dola) (2) =N(z-a), aE C ~ K, zEK, 
用 章 次 坐标 ， 这 变 成 了 Ntzogl - aao)， 但 它 不 是 完全 确定 的 。 在 


定理 9.4 中 出 现 的 表 承 式 
NE 全) 
看 米 是 更 重要 的 ; 这 里 我 们 必须 把 它 改 写 为 


N= ) 


甚至 这 还 与 和 的 齐 次 坐标 的 规范 化 有 关 。 因 此 导致 我 们 去 考 
卡 交 叉 比 (z,w3a,b) .因为 我 们 不 希望 这 个 比 对 于 zx€ K,aE SK 
为 堆 ， 自 然 要 取 wE K 和 bES:- 下 并 保持 这 些 点 固定 不 动 ， 我们 
把 它们 叫做 基点 。 现 在 co 已 没有 特殊 的 作用 ， 定义 De' ;S?- 一 
MaP(KK,S1) 为 
Do’ (a)(z) = (zy wy ab), 

另外 的 瞻 射 Di ,Ds'Dy’ 的 定义 以 及 类 比 于 引 理 10.2 中 的 图 表 的 
构造 现在 可 恰 如 在 第 10 章 中 一 样 去 做 ， 特 别 地 ， 


Ds’ (Enjila;) (xz)=N 
(HC ) ") 


=N (I (ee 一 siais 六 (Cr 


1 Woay1 — Wigio Zob1— zibo 


现在 对 应 于 二 (S?-K) 的 Zn; = 0 的 情况 ， 上 式 可 以 简化 使 第 二 项 
消失 。 这 样 ， 此 表示 式 与 9 无关。 
虽然 它 仍旧 与 多 有 关 ， 但 这 只 多 一 个 常数 因子 ， 不 影响 问 伦 
类 ， 致 使 
D'S K)—>H(K) 
胜 与 基点 的 选取 无 关 ， 也 与 CK 无关， 实质 上 它 可 用 与 也 相同 
» 1d5 » 


的 公式 表示 。 

用 这 些 定义 ， 引 理 10,3 可 转换 为 考察 D, 零 化 S*~ 玉 中 的 包含 
基点 马 的 分 支 ， 并 且 如 果 5b 取 作 co， 具 有 章 次 坐标 (0,1) 闫 我 们 
可 重新 获得 第 10 章 中 那些 公式 而 上 只 差 一 个 与 有 关 的 常数 因子 。 

定理 10.4 的 证 明 也 可 简化 ， 因 为 现在 不 起 特殊 作用 。 如 果 
Di 《x) 在 K 上 是 零 伦 的 ， 据 命题 7.6 的 推论 ， 我 们 可 以 把 它 扩 
张 到 8:- 天 的 除去 一 个 例外 的 所 有 分 支 4j， 以 及 扩张 到 4 中 除 
oj 以 外 的 所 有 点 并 在 其 上 与 Da (xz 相同 。 恕 果 现 在 控 去 一 个 具有 
边界 C, 包围 oj 的 小 圆 盘 D，( 内 部 ) ， 其 余 集 是 一 个 圆 舟 ， 因 而 
是 可 缩 的 , 故 Di (x)1C; 是 零 伦 的 , 它 的 映射 度 为 0. 通 过 其 余 方 面 
如 前 的 证 明 ， 我 们 发 现 映 射 度 是 xn，( 符 号 与 由 S! 到 C; 的 同 胚 的 
选取 有 关 )。 这 个 论证 与 后 来 不 出 现 的 例外 点 b 有 关 , 因 而 只 与 用 
HolS? -KK) 直 接 处 理 的 事实 有 关 。 

用 S? 代 准 对 第 1 章 的 影响 比 第 10 章 的 要 小 ， 确实， 给 定 
理 11,1 提 供 的 证 明 表 明 , 对 于 e(C) 的 紧 致 子 集 KK ， 任 章 连 续 映 射 
了 并 > SI 可 扩张 成 连续 映射 8:Sz 一 C 使 g-:({0)) 是 有 限 的 集合 x， 
…2/ 现 在 不 必 提 及 Do 简单 地 从 S? 去 掉包 图 z; 与 并 相 离 并 且 和 被 
此 也 相 离 的 加 盘 DD ;的 内 部 .把 剩 下 的 部 分 叫做 Y,. 则 了 可 扩张 为 
hn=Ne(glY'):Y, 一 S!， 使 得 (比如 说 》 它 在 D ;的 边界 加 C1 上 的 
映射 度 为 n;， 必 然 地 (参看 下 面 ) Zn; =0, 并 且 据 引 理 11.3, 现 . 
在 实质 上 有 ps Di (nyi(zi))。 

注意 Da (Znji(z1)) = NGF)， 其 中 了 是 8: 上 的 一 个 有 理 画 
数 ，o 为 它 的 pi 点 〈 如 果 zij<0， 这 些 实际 上 是 极点 ) 并且 
没有 其 它 更 多 的 如 果 互 pi =0， 了 就 没有 要 考虑 的 基点 b)。 
这 个 性 质 决 定 下 只 范 瑟 上 一 个 常数 位 。 对 于 S? 上 的 有 型 函数 《与 
C 上 相反 ?所 有 零 (包括 极 ) 点 的 重 数 的 和 为 0 ， 这 恰恰 证 明了 上 
述 的 断言 也 zi =0。 这 也 是 我 们 为 什么 把 对 个 映射 由 限制 到 多 
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的 另 一 个 型 由 。 


Hopf 映 射 

我 们 将 通过 再 次 详细 地 考察 球面 S? 上 的 揽 齐 次 坐标 和 通常 的 
三 维 Buclid 坐标 之 间 的 关系 来 结束 这 一 章 ， 齐 次 坐标 可 如 下 产 
生 。 射影 组 定义 为 在 二 维 向 量 室 间 中 通过 原点 的 直线 的 集合 ， 这 
里 ， 疝 景 空间 取 作 C?。 每 个 异 于 〈0,0) 的 点 (zo， zi) 位 于 通过 中 
点 的 唯一 的 一 条 直线 上 ， 在 这 条 直线 上 其 它 的 非 零 的 点 为 (4zo， 
2) 其 中 EC- {0}， 因而 射影 空间 中 的 一 个 点 是 C2 中 的 一 条 直 
组 ， 并 朋 用 该 家 线 上 任意 点 的 举 标 (20,z1) 来 代表 。 

拓扑 学 家 《他 宁愿 喜欢 考察 紧 臻 集合 而 非 一 般 的 ) 注意 到 
C 可 以 与 有 等同， 由 而 它 包 含 一 个 3 维 单位 球面 S"， 这 个 球面 可 
给 定 为 

lz0]2+ |z42= 1 
而 有 旦 ,通过 原点 的 每 条 直线 (以 (m,zi) 代 表 ) 与 这 球面 相交 ,例如 交 
于 (ho,420) 其 中 4= (| 各 + | 和 15 。 于 是 可 以 抬 齐 次 坐标 限制 
为 满足 条 和 件 1w1?+ 1z12= 1 则 它们 确定 了 S: 寺 的 一 个 点 。 然 而 这 
些 不 是 通常 意义 下 的 坐标 :它们 的 每 个 值 给 出 S? 的 唯一 点 ， 不 过 
这 个 点 的 坐标 却 不 唯一 。 换 和 句 话 说 ， 我 们 这 祥 已 经 定义 了 一 个 函 
数 互 :3 一 8?， 下 面 用 我 们 的 坐标 表示 这 个 冰 数 。S3 上 具有 [zol:+ 
jal?=1 的 点 
(z0,21) E SICCT 

蛮 成 $ 上 具有 这 些 齐 次 坐标 ， 因 而 具有 单一 复数 谷 标 z= zo/zi 的 
点 ， 前 岳 我 们 已 经 看 到 ， 利 用 Euelid 坐 妹 有 有 


zn Ktixs ,1+% 


2 


Zt 1- Xs Xi ixs 


而 《 习 用 1zol?+ !{z11?=1) 解 这 方程 可 得 到 
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+ ix = 7 =22081 
2 
光 = Eee = nl: lzl’, 


由 此 得 知 慷 是 一 个 连续 映射 。 它 是 由 Hopf 首先 建立 的 并 且 被 合 
名 为 Hopf 映 射 。 
对 于 S? 上 的 每 个 点 ， 齐 次 从 标 (z0,z,) 不 是 唯一 的 ， 因 为 它 可 
以 用 (4zo,12:) 来 代替 ， 其 中 1 满足 
= |4zol? + [Az112= 1412]zol2 + 14131212= [4|2 
即 ， 使 得 E51。 事实 上 ， 可 以 统一 地 描述 这 个 不 唯一 性 。 记 S:- 
《ee 为 C，8&2- {0]} 为 C: 并 分 别 具 有 誉 标 z 和 w = z:。 


12.4 定 理 ”对 于 等 个 tx ix2 存 在 同 胚 
了 Ci X SI 一 > 五 -CC;) 
证 明 ”我 们 简单 地 给 出 定 义 , 的 公式 ， 而 留 给 读者 去 欢 证 所 
断言 的 性 质 ， 


jy zei® ee 
m0) (ET vi TT ) 


并 且 ， 若 记 w=z-'， 有 


KalW yei ) 一 


i 
vi TFT 
们 的 定义 成 的 交 舍 上 并 不 一 致 
式 必须 忱 以 N(z) 才 生 到 第 一 个 公式 。 所 以 我 们 并 没有 
暗 胚 S2x 8! 一 >S3. 上 也 不 在 在 这 样 的 同 胚 ， 因 为 
Hi(S2x S) eZ, HS)=0, 
象 百 这 样 的 一 个 “局 部 上 ”是 乘积 的 投射 的 映射 称 思 
射 ， 丙 象 h:，j 这 样 的 局 部 乘积 映射 出 都 称 为 它 的 图 
1d8 。 


及 和 pa 在 它 


如 和 和 的 象 是 在 8 中 分 别 删 去 了 圆 z = 0 和 z: =0。 如 果 把 5: 沽 
去 一 个 点 球 极 投射 地 表示 在 R 上 ， 可 以 看 沿 ， 这 两 个 圆 是 简单 
地 连结 在 一 起 的 。 对 于 8? 的 任意 两 个 不 同 的 点 的 五 "+ 昧 象 同 祥 成 
立 ; 在 豆 深 入 地 研究 颈 射 的 拓扑 学 中 这 条 性 质 是 很 重要 的 。 


进一步 的 发 展 

对 于 有关 纤 维 从 和 Hopf 映射 的 更 进一步 的 内 容 ， 可 参阅 
Steenrod 的 经 典 落 作 ; 或 者 ， 诸 如 Husemoller 的 书 等 。 

Husemoller， Dale, 《Tibre Bundles》 ， McGraw-Hill, 
New York，1966， 

Steenfyod,N" 也 -,《Topolo8y of Fibre Bundles》，Princeton 
University Fress，1951。 


练习 和 问题 
1。 设 9,b,cyd 是 不 全 为 0 的 复数 。 写 出 由 


定义 的 峡 射 S? >S? 是 连续 映射 的 证 明 。 

2。 刑 用 课文 中 给 出 的 提示 ， 罕 出 列 理 12.2 的 一 个 完满 的 证 明 。 

3， 设 下 是 $S: 的 紧 致 子 集 ，0,b 是 不 在 五 中 的 不 同 的 点 ， 瑚 133->S1 是 射影 
映射， 使 得 9,b->0, co 证 明和 oh: 多 ->S! 的 同 抢 类 只 与 6 和 日 有 关 而 
与 严 的 选 地 无 关 。 

4， 证明 z 的 每 个 全 再 面 数 f(z) 确定 一 个 过 续 映 射 p:S->S8?， 并 且 p(X) = 
的 解 的 个 数 (degp) 《 算 上 相应 的 量 数 》 是 与 a 无 关 的 。 证 明 p(x) =x 的 
解 的 个 数 《 祥 正 地 计算 出 的 ) 是 1+ degp。 

"5. 对 于 用 齐 次 坐标 定义 的 映射 SI**: >P。(C)C 其 中 P，(C) 是 nt 维 复 射 
影 空间 ]， 证 明 类 似 于 定理 12。4 的 结果 。 

*6。 证 明 ， 对 于 实 财 影 空间 ， 相 应 的 跌 射 S" ->P。( 及 ) 是 在 练习 6.9 的 意 
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义 下 的 材 适 映射 ， 试 推出 丛 存 在 映射 51-> Pa 了 的 两 合同 伦 类 。 
7。 证 用， 由 


fx9952) = (X29, TV Byz VD zx EN) 
定义 的 上 映 射 1*S2 一 了 5 是 2 个 值 到 1 个 值 的 上 映射， 并 推出 j 确定 到 Ps (RE) 
的 一 个 浪 入 ， 同 时 证 明 它 的 象 位 于 一 个 4 维 球面 中 。 
#8, 把 $3 考 涝 作为 单位 四 元 数组 的 群 .每 个 单位 四 元 数 4 可 由 x [一 xs。 = 
-1x9 定 义 迹 数 为 0 的 四 元 数 的 3 维 空间 中 的 一 个 旋转 ， 证 明 这 诱导 
出 由 Ps( 防 ) 到 SOs 上 的 一 个 况且 。 
9。 用 练习 7 中 的 方法 构造 P:( 瑟 ) 在 Euclid 室 间 中 的 一 个 所 入 ， 不 过 要 用 
象 x3 这 样 的 一 些 乘积 。 
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第 II 部 分 
平面 点 集 拓扑 学 中 进一步 的 结果 


第 13 章 Jordan 目 线 定理 


导言 

同 胚 于 S! 的 一 个 平面 子 集 称 为 一 条 Jordan 曲 线 .。 Camitfe 
Jordan 第 一 个 阐述 的 这 条 Jordan 曲线 定理 , 事实 上 是 由 Veben 
在 1905 年 首先 正确 地 给 予 证 明 的 。 在 引 理 11.4 中 我 们 已 经 指出 这 
个 结果 可 由 一 般 的 对 偶 定 理 得 到 。 在 本 章 中 给 出 两 个 另外 的 证 
明 ， 第 一 个 是 建立 在 Eifenbexg 判别 准则 基础 上 的 ， 而 第 二 个 则 
完全 不 同 。 然 三 我 们 继续 推导 平面 拓扑 学 中 的 一 些 经 典 定理 。 


Theta 曲 线 

第 一 个 证 明 的 思路 是 把 Jordan 曲线 分 成 两 部 分 ， 然 后 考虑 
改变 其 中 一 部 分 所 引起 的 效果 。 最 后 用 一 个 圆 或 半圆 代 泛 该 曲 
绥 ， 而 对 于 圆 或 半圆 结果 则 是 显然 的 。 第 一 个 引 理 将 表明 这 如 何 
影响 映射 度 。 

设 @ 是 S: 与 实数 辆 上 的 区 闻 [- 1，1] 的 并 。 则 日 包含 三 条 
Jordan 邮 线 ， S' 本 身 ， 上 方 的 口 和 下 方 的 L (图 13.12) 。 园 旺 
2 1S! 一 YU 和 ez' :S' 一 YL 分 别 给 定 为 


» ll" 


x+iy, xt+y=1, y>0, 


(x+iy, ={ 
er ti) x+3a= 1, yd, 


Xs 
xy Xi+ y=1, 0, 


(xX+iy) = 
2 (+19) 人 x+ y=1, yO, 


出 13,1 


记 包 含 映 射 为 eo:51 一 >8, 而 由 ei’ ,es 定义 的 映射 分 别 记 为 61， 


eS1—0, 


13.1 引 理 对 于 任意 的 1:8 一 >51， 
deg(feeo) = deg(f eel) + deg(foe2). 
证 明 设 go:1 一 >R 是 foeoe (el 了 ) 的 提升 ， 而 设 h: [一 1,1] 


一 > 有 R 是 fi[ 1，1] 的 提 开 。 因 为 
elh(— 1D))=H -1 =-e(so(#)), 
故 可 以 选取 提升 二 使 K 一 1) = go( 少 )- 
现在 对 于 i= 1,2 构 造 feces。 (el 了) 的 提升 g:， 它们 可 以 直接 给 定 为 
-1 
(by 0<ts 了 了 ， 
g(t) = [ 2 
h(cos2nt) ,ls 
| 0<t< 玛 ， 
Bg2(t) = 
Bolt)， 于 <t<l。 
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因此 
deg(feeo) = go(1) ~ ga(0) 
=go(1)—h(1)+h(1) — got0) 
=82(1) ~ g2(0) + g1(1) ~ gb) 
=deg(j-ez) +deg(fe)， 国 
由 此 我 们 可 推出 下 面 的 有 用 的 结果 。 


13.2 引 理 操 榴 9-eC 是 一 个 谋 入 ,次 设 & REC<RCQO。 
加 芝 5_CSD ER 和 了 以 史 让 丁 个 丈 分 离 4 和 8 则 人 三 个 地 
5 记 8 和 &， 

证 明 考 虐 喘 射 1:8 一 >5S!， 其 定义 为 


fw =N( RE): 


据 Eilenberg 判 别 准则 (定理 9.4) ，F(S!) 不 分 离 2 和 b 当 且 仅 
当 了 |S+=joeo 是 零 伦 的 ， 也 即 仅 当 degljseo) = 0 时; 类 似 地 ， 对 
于 加 和 工 亦 如 此 。 但 是 据 引 理 13.1， 如 果 这 些 映 射 度 中 有 两 个 
为 0 ， 则 第 三 个 也 为 0 , 旱 


第 一 个 另外 的 证 明 (依照 Dieudonné 的 证 法 》 

我 们 已 经 注意 到 Eilenberg 判别 准则 本 身 并 不 能 渭 明 对 于 
任意 Jordan 曲 线 TCC，C -了 至 多 有 两 个 分 支 . 在 我 们 的 第 一 个 
证 明 中 ， 这 一 点 却 可 由 下 面 的 结果 推出 ， 宁 这 结果 本 身 也 有 具有 某 
种 重要 性 . 


13.3 合 是 所 中 JSC 且 <- 基 Jonden 归 线 ， 现 -了 的 低 癌 
一 个 公 到 的 这 虹 闻 是 
证 明 设 A 是 这 样 一 个 分 支 . 据 引 理 9.1 和 9.2, 4 在 C 中 是 开 
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集 而 4U7 是 闷 集 。 因此 Fr4ACT。 

反之 ， 对 于 任意 的 xE7 和 任意 的 邻 域 口 (x,e)， 我 们 可 以 找 
到 一 段 开 弧 a 使 xE a 并且 aCINU(Cx,2)。 据 定理 9.4 的 推论 ， 
C- (J-o) 是 道路 连通 的 .因此 ,在 C- (7 - 9) 中 存在 连结 和 的 点 
a 到 x 的 道路 。 因 为 4 是 开 集 ， 将 存在 某 个 始点 了 ， 它 在 这 道路 
上 调 不 在 和 A 内 。 所 以 YE FrACJI， 这样 yEe。 于 是 Fr4 与 CI 
(x,e) 相 交 ， 因为 这 对 于 所 有 上 >>0 都 成 立 ， 并 且 Fr4 是 闭 集 ， 据 
引 理 1.5 的 推论 ， 得 到 xE Fr4。 而 这 对 所 有 xE7 都 成 立 ， 因 此 J 忆 
Fr4， 联 

现在 我 们 已 经 为 Jordan 曲线 定理 的 第 一 个 另外 的 证 明 做 好 
了 准备 ， 


特殊 情况 设 吕 C 册 钨 食 一 条 喜 线 昭 的 jedan 网 线 . 设 。 
位 于 这 样 一 条 《天 ) 线 菇 六 上 ;又 设 r<dlew 一 Y)。 以 c 为 中 
心 , r 为 半径 画 一 个 圆 ， 以 ? 表示 与 % 相交 的 直径 ， 以 a 和 和 8 分 
别 表示 Y 两 侧 的 半 回 ， 并 以 6= 了 ~ Intry 表 示 了 的 莘 余 部 分 (图 
13.2) 。 
6 


图 18.%2 


显然 ,UCesr) -7 恰 有 两 个 分 支 和 A，B ;我 们 可 以 假定 FrA 
1d « 


=auUy,FrB=BUY, 据 命题 13.3，C -J 的 每 个 分 支 痢 与 U(c,r) 柱 
交 ， 因 而 它们 必 包 含 4 或 B 。 所 以 C -了 至 多 有 两 个 分 支 。 

选取 a€ 4，bEBi; 只 要 证 明 J=YUo 分 离 a 和 b 就 够 了 . 现 
在 a U5 与 直线 段 ob 不 相交 ， 因 此 不 能 分 离 这 两 点 ， 然 而 s UY 显然 
分 离 它们 ， 据 引 理 13.2 得 知 ? U6 分 离 a 和 b。 圳 


“一般 情况 JGC 是 任意 lordan 央 线 ， 选 取 了 的 两 个 不 同 的 点 
并 画 一 条 连结 它们 的 直线 度 。 如 采 : 《条 线段 位 于 J 了 上 ,这 就 是 上 述 
的 特殊 情况 。 否则 ， 比 如 说 c 专 J， 因为 了 是 闭 集 ， 则 在 这 线段 上 
c 之 前 在 在 一 个 末 点 x ， 而 在 这 线段 上 c 之 后 存在 一 个 始点 ? 。 
以 ?表示 线 眉 xy 且 以 a ，8 分 别 表示 J 了 的 连结 x 和 的 两 段 ( 闭 
的 》 颖 (图 13,3) 。 


条 


钴 13.3 


设 PEa， 并且 r<d(P,8Ur)。 据 命题 13.3,，C -了 的 所 有 分 
支 都 与 U(P,m) 相交 ， 把 7 用 g UY 代 换 后 这 同样 成 立 . 但 对 于 Jordan 
曲线 a UY 该 定理 已 经 成 立 。 于 是 只 要 证 明 a U8 分离 DC(P,r) -了 的 
任何 两 点 a ，b 当 且 仅 当 ge U7 分 离 它们 就 够 了 。 因 为 8U7 与 直线 
散 abcU(CP,r) 不 相交 ,因此 它 不 分 离 a 和 5。 所 以 由 引 理 13,2 就 
可 得 到 所 要 求 的 结果 。 国 
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R" 和 53' 中 的 点 集 

第 二 个 证 明 的 思路 是 把 关于 平面 上 Jorsan 曲 减 的 问题 与 关于 
它 在 三 维 Euclid 空间 中 的 位 置 问题 联系 起 来 ， 然后 去 解决 后 
者 。 其 详细 内 容 涉及 球面 和 Euctid 空间 之 问 的 一 些 相互 关系 。 
如 同 在 在 12 章 中 那样 。 

截止 到 现在 为 止 ， 虽 然 把 本 书 中 所 使 用 的 代数 保持 在 最 低 限 
度 ， 但 在 下 一 章 中 就 必需 要 部 悉 一 下 商 群 ， 并 且 下 边 就 夏 下 到 
它 。 如 果 4 是 一 个 (Abel) 群 而 B 是 它 的 一 个 子 群 ， 则 我 们 可 以 定 
义 一 个 “ 商 群 ” 4/B 和 一 个 高 肌 射 :4 一 >4/B。 这 用 下 列 两 条 
性 质 的 无 论 哪 一 条 都 可 在 同 构 的 意义 下 来 刻画 ， 

了 对 于 使 得 KB) = 0 任意 同 态 f:4 一 >G 都 存在 (唯一 的 ) 园 
态 9:4/B 一 >G 使 得 f= 各 p。 试 与 自由 Abel 群 的 万 有 性 质 作 比 

较 ! it) 序列 


了 
0 一 了 一 一 4 一 一 47B 一 > 人 


是 正 合 的 。 
邹 悉 商 群 的 读者 自己 很 容易 验证 这 些 性 质 。 现 在 对 于 任意 非 
空 的 空间 多 和 点 P， 叭 一 的 映射 c[: 羡 一 ?P 诱 导 一 个 包含 肌 射 
ZH'P)—>H'(X), 
我 们 用 二 (X) 表 示 祖 应 的 高 群 ， 在 下 面 的 结果 中 ， 将 要 用 到 关于 
这 些 群 的 类 比 于 定理 8.1 的 一 个 结论 ， 我 们 把 它 的 证 明 留 作 一 个 
练习 (练习 13.7) 。 “ 
网 忆 一 下 ，5" 是 R' 的 一 个 子 集 ， 其 定义 为 
Ea 
我 们 把 8R* "1 与 R"'? 中 由 x, ,1=0 给 定 的 子 集 等 同 起 来 ， 因 而 也 就 
把 S" 与 S" “1 的 一 个 子 集 等 同 起 来 了 。 
。156 。 


13. 4 定理 如 果 下 是 S" 的 一 个 子 集 ， 则 
站 
证 明 设 D'*!，Ds1! 分 别 是 由 x, +2 之 0 和 x, 1: 志 0 确定 的 S" '1 
的 子 空间， 我 们 可 把 它们 设想 成 上 半 和 下 半球 面 、 因 为 Di*! 在 
S''! 中 是 闭 集 ， 故 D" +1 一 K 在 S"+1-- 中 是 闭 集 。 因 此 据 Mayer- 
Vietoris 定 理 〈 练 习 13.7) 序列 
刺 (D? 和 区) 田 押 (Da 了 —> HS" -kK) 


A 
一 全 有 LS 1—-K)—*Hi(DI+1~ KR)DHIU(D!— K) 


是 正 合 的 .我 们 希望 证 明 A 是 一 个 同 构 ， 如 果 它 的 外 侧 两 项 是 0 
《 据 引 理 2.1 ) ， 则 由 这 序列 的 正 合 人性 即 可 得 到 所 要 求 的 结果 。 
因此 ， 只 要 证 上 明 D? 1 -是 可 收缩 的 就 足够 了 , 

由 于 R"*? 到 及 "*1 上 的 垂直 投影 给 出 D1 到 D" 上 的 .一 个 辐 
胚 ， 因 而 也 给 出 厂 f 一 到 D*’*1 一 K 上 一 个 同 胚 , 但 D**!-KK 是 
目 集 ， 因 此 是 可 收缩 的 。 讲 

特别 和 注意， 如果] C5 是 Jordan 曲线 ， 峙 

(s+-1) HS 7) 

如 同 在 定理 11.7 中 那样 ， 为 了 证 明 S$ 了 有 两 个 道路 连通 分 支 ， 
我 们 必须 证 明 这 些 群 是 无 限 循环 群 。 为 此 要 用 到 下 面 的 技巧 。 


13.5 定 理 设 KCR"， LGR" 是 闭 于 集 ， 六 jk 一 3L 是 一 是 个 
玖 。 网 相册 有 到 朋 站 上 的 一 个 同 晤 x、 人 全 MkSR 
hks 0) = 0sf C1)), 

证 明 把 了 害 作 是 K 一 >R' 的 - -个 映射 。 因为 K 在 R" 中 是 
泌 集 ， 把 Tietze 扩 张 定理 《定理 7.4 的 推论 ) 应 用 于 有 "的 各 分 量 ， 
列 可 推出 了 有 一 个 连续 的 扩张 8: R" 一 >R*。 现在 定义 ER"'* = 
R"x R* 上 的 同 胚 hh 为 
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hx, 2) = (x; P+ECKX)). 
显然 ， 这 个 映射 和 它 的 首都 是 连续 的 ， 现 在 我 们 有 
Ii(k,0) = (Kk,g8(k)) = (kfk)), 
对 于 信 ! 应 广 辐 样 的 论证 方法 我 们 得 到 R"" 上 的 同 胚 思 使 得 
Ba(0, HK)) = (Ck, fk)), 
现 取 h= ks!oh， 这 就 证 明了 本 定理 . 外 
这 个 定理 有 两 种 情况 特别 值得 说 明 一 下 。 如 果 下 是 紧 致 的 ， 
则 KX 和 工 =fK) 龙 闭 集 这 个 事实 可 由 引 理 1.9 得 到 ， 没 有 必要 假 
定 它们 是 闵 的 。 然 而 ， 将 要 用 到 的 情况 却 是 稍微 有 点 不 同 。 


推论 设 放 BR->R' 呈 一 个 具有 闭 (的 象 的 拭 入 > 则 存在 
BR 上 的 网 畏 。、 人 入 对 于 LC Rh 0 fe), .各 

为 为 了 把 把 它 庶 用 到 我 们 的 问题 ， 必须 首 完 从 了 Eu uclid 空间 转移 
到 球面 、 


13.6 引 理 设 入 且 本 轴 上 的 六 位 点 LOB SAN} 

和 到 从 又 作 球 极 国米 搁 夺 但 开 的 问 区 ，、 冯 又 没 基 有 上 一 全 
Hetx)) = eth(x)) (XER'), HCON)=N, 
风 二 人 辐 夺 。、 

证 明 五 显然 是 双 射 ， Ae 能 名 证 明 也 是 过 续 的 ， 而 用 
同样 的 论证 方法 挫 出 H-! 是 连续 的 ， 也 就 是 一 个 局 胚 。 

设 忆 是 $" 的 一 个 开 媒 。 Wo ee 其 中 V 访 RE 
中 是 开 集 ， 如 果 和 NED， 则 5" -U=e(K)， 其 中 天 在 R* 中 是 紧 波 
的 。 乌 为 着 同 胚 ，h-1(V) 在 BR" 中 是 开 集 《 相 应 地 ，h-!1(K) 是 
紧 致 的 )。 因 此 ， 在 第 一 种 情况 下 H 1U)=elh-1V)) 是 开 集 ! 
在 第 二 种 情况 下 ， HH-!1(S* - 口 ) =e(h-1K)) 是 紧 致 的 ， 因 此 是 
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针 集 ， 从 而 RU) 仍 是 开 集 。 所 以 瑟 是 连续 的 。 


第 二 个 另外 的 证 明 (依照 Doyle 的 证 法 》 

设 了 CS 是 Jordan 赐 线 ， 我 们 可 以 假定 《和 如果 必 要 的 话 旋 
转 52) J 和 包 合 北极 。 则 7 - {N) 辣 是 于 8S3 减 去 一 个 点 ， 因 此 同 蚌 
于 玉 ， 并 且 因 为 了 在 $? 中 是 半 焦 ， 所 以 T- {N} 在 5 一 {N} 中 是 绍 
集 、 于 是 存在 一 个 媒 入 玉民 一 全 及? 施 J- (Ny = e( 帮 及)) 并 卫 因 而 
具 布 闭 〈 的 》 象 ， 

氛 幢 理 13.5 的 推论 ， 存 在 及 上 的 一 个 同 片 ， 把 xs 轴 映射 到 
f(R) CBR?CR? 上 。 现在 据 引 理 13.6, 这 确定 53 上 的 一 个 同 胚 理 ， 
使 得 由 x = X= 0 给 定 的 大 圆 C 映射 到 7S*CSs 上 ， 于 是 日 诱导 
出 S -7 到 半 一 5 的 一 个 疝 且 ， 但 扬 定 理 12,4，S3 ~ C 是 同 胚 子 媒 和 
C 的 ， 办 此 应 用 定理 13,4， 我 们 有 

(SN) eH -1) 
关 HI(CS 一 C) 
Hi(SxO)2Z 
并 忆 H%CS: 一 了 ) 衬 Z 全 Z。 因 为 83 -了 是 .1.p.c 的 ， 据 定理 4.7， 
He(S2 -了 ) 同 构 于 群 Map 《zo(S? 一 了 ),Z)， 因 此 S:- 了 恰 有 两 个 
分 支 . 看 

Jordan 曲 线 定理 最 后 这 个 证 明 引 出 了 这 样 的 问题 ， 在 8’ 中 给 
定 一 条 Jordan 曲线 了 ， 是 否 不 存在 R? 到 自身 上 的 同 胜 hh， 使 得 
h(J) = St。 对 于 这 个 问题 的 回答 是 肯定 的， 但 它 的 证 明 比 起 
Jordan 泪 线 定理 本 身 的 证 明 实 际 上 更 困难 。 对 于 ER’ 中 Jordan 曲 
线 的 相应 的 问题 的 回答 则 是 否定 的 ， 因 为 存在 着 纽 结 〈 然 而 这 点 . 
也 需要 证 明 )》 。 


《平面 》 区 域 的 不 变性 
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现在 我 们 给 出 Jordan 曲线 定理 的 一 些 推论 , 


13.7 引 理 谢 大 DC 有: 尖 认 灶 光 海 纺 . 则 了 是 一 个 诺 入 ，， 
而 民 (ntD) 县 "J 了 SD 的 有 界 分 友 。 

证 明 因为 D* 是 紧 致 的 ， 故 据 定理 1,11 可 得 到 了 是 一 个 其 
入 .因此 f(51) 是 Jordan 曲 线 , 并 把 及 ?分 离 成 两 个 分 支 。 另外 ， 

IntD: 是 连通 的 ， 因 此 (IntD 幻 也 是 连通 的 ， 而 且 它 与 九 S0) 不禁 
交 《fF 是 内 射 )》， 所 以 f(IntD?) 被 包含 在 R? 一 了 C51) 的 一 个 分 支 
内 。 

如 果 f(IntD) 不 是 R? -XSD 前 一 个 整个 分 支 ) 则 RR? 一 DD 
包含 Rf(S!) 的 两 个 分 支 中 的 一 些 点 ， 因 而 它 是 不 连通 的 ， 这 
与 定理 9,4 的 推论 矛盾 。 因 为 1(D”) 是 同 胚 于 D? 的 ， 而 1(D?) 是 紧 
致 的 ， 因 此 是 有 界 的 。 这 就 证 明了 所 要 求 的 结果 . 国 


推论 了 同上 ， 则 fCIntp) 在 R? 中 是 开 集 . 国 
现在 我 们 可 以 证 明 关于 “(平面 ) 区 域 的 不 变性 ”的 Brouwer 
定理 这 里 的 区 域 一 词 表 示 一 个 《〈R? 的 》 连通 开 子 集 。 


13.8 定 理 流 忆 是 有 的 -个 开 于 寄 。、 机 中富 妆 内 出 并 
入 。、 凤 县 一 个 代 入 有 44D) 在下 是 开 集 、 
证 明 设 xEUDU; 选 取 7 使 得 (x,2r) 三 0 一 一 这 是 可 能 的 ,内 
为 口 是 开 集 。 定 义 f:D? 一 >R 为 ， 
Tutiv) = h(x tru, Xi+ry), 
则 汝 为 是 内 射 并 连续 ,了 亦 然 , 故 据 引 理 13.7 的 推论 , fCIntD?) 
在 BR 中 是 开 集 。 因 而 (x) = 了 (0) 是 h(D) 的 内 点, 因为 这 对 所 有 
E 口 都 成立 ， 所 以 h(D) 在 R? 中 是 开 集 。 
至 于 ?是 嵌入 的 问题 ， 我 们 必须 让 明 Y 在 口中 是 开 集 给 涵 
。，160 。 


h (VY) 在 NUD) 中 是 开 集 。 但 Y 在 台中 是 开 集 董 酒 了 在 R? 中 是 开 
焦 ， 现在 ， 已 经 证 明了 的 结果 蕴涵 h(V) 在 R? 中 是 开 集 ， 因 而 它 
在 h( 品 ) 中 也 是 开 集 . 国 

当然 ， 如 果 玉 能 扩 张 威 有 ?到 自身 上 的 同 聊 ， 上 述 结果 是 平 几 
的 。 因 为 它 会 自然 地 将 开 集 映射 成 开 集 。 丸 不 能 扩张 的 一 个 例子 
是 0 =U0)CC， hlz) =z/(1~1z|)。 这 个 结果 的 一 部 分 可 理解 
为 : 如 果 Y BRe 辐 肽 于 有 的 开 子 集 ， 则 是 开 集 .这 强调 了 尽 ? 的 
章 次 人 性。 对 于 某 些 空间 ， 例 如 本 章 开头 引入 的 空间 @， 相 应 的 性 
质 并 不 成 立 、 


进一步 的 发 展 
四 为 Jordan 曲线 定理 实际 上 只 是 对 偶 定理 的 一 个 特 珠 情 
况 ， 因 而 后 者 的 推广 包括 了 前 者 的 推广 ， 同 时 也 就 给 出 了 定理 
13,4 的 推广 ， 类 似 地 ， 区 域 的 不 变性 也 可 直接 推广 到 R* 中 。 更 
有 趣 的 结果 是 对 于 R 上 任意 的 Jordan 曲线 ， 存 在 R? 上 的 一 个 同 
县 使 得 h(7) = 5S!, 这 就 是 的 ch6nflies” 定 理 。 (对 其 证 明 可 参阅 
Newman 的 书 ， 作 为 它 的 第 一 步 是 下 面 的 练习 13.3) 。 用 同样 
的 思路 对 于 弧 〔 语 胜 于 了 工 的 象 ) 也 可 证 明 这 个 结果 。 在 Rs 中 ， 这 
个 结果 不 仅 对 于 8: ( 纽 结 ) 不 成 立 ， 而 且 对 于 工 〔 自 然 弧 ) 和 对 
于 5S 《自然 球面 ) 也 不 成 立 。 对 此 ， 例 如 可 参阅 Fox 和 Artin 的 
经 典 性 的 文献 。 关 于 由 嵌入 j:5" 1! 一 >R" 北 涵 存 在 R" 上 的 一 个 
辐 肤 h， 使 得 hof= 恒 同 映射 的 条 件 最 为 有 趣 。 对 此 ， 例 如 可 参 
阅 Brown 的 文章 。 
Brown, M., “ A Proof of the Generalized Seh5nflies 
Theorem”， Bull.Armer。Math.Sco, ,66,74 一 76，(1960) 。 
Fox,R.Heand E,Artin, “Some Wild Cells and Spheres 
in Three dimensional Space, "Ann. of Math,,49,979—990, 
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《1948) 。 
Newman, M.H,A.，《Elements of the Topology of Plane 
Sets of PcintS ， 


Cambridge University Press，1939(2nd edn。1951)。 


练 


1， 0) 证 9 


和 问题 

; 对 于 任意 局 入 天 9-C,C- 了 (6) 有 三 个 分 支 ， 它 们 的 边界 分 别 
是 1(S1) ,TCD 和 JID。 
本 没 电 是 具有 四 个 顶点 4,B,C 和 也 及 六 条 棱 AB，AC,AD,BC，BD 和 
CD 的 图 形 。 证 明 ， 对 于 任意 说 入 1:G->C,C-f(G) 有 四 个 分 支 ，a,b,c 
和 4 .其 中 a 的 边界 是 三 角形 的 边 BC,CD,DB 等 等 。 
局 设 也 是 具有 五 个 顶点 有 ,B,C,D 和 及 连 丫 每 对 硕 点 的 十 条 校 的 加 
形 .证 时 不 在 在 这 样 的 嵌入 :五 >C， 合 得 C -了 BE) 的 任何 分 支 能 乌 
含 f(5)《 例 如 ， 车 jE) € 4a， 汪 明 f(A45) 必 与 茶 条 其 它 的 淡 报 交 ) ， 

2、 设 ICC 是 一 条 ctdan 曲 线 ， 及 是 它 的 余 集 的 分 支 之 一 。 证 明 : 对 本 给 
定 的 x 《J 和 e>0， 存 在 6>0 使 得 若 两 点 p,q 不 具有 d(x,p) 和 d(x,q) < 
人， 出 它们 可 用 在 妨 NU (x,8) 中 的 一 条 道路 连结 起 来 。 [提示 这 问题 
与 JU{2: x 一 x| = 对 是 否 分 离 P 和 4 有 关 。 选 到 适用 于 定理 9.5 的 一 些 
集合 ,了 

3,， 应 用 前 一 练习 ,构造 一 条 道路 产 [9,1] >C 使 得 j([0,11) 开 各 和 帮 (ITD) =x。 

4.。 设 M 7 CR 是 一 个 流 形 ， 吕 于 ”的 鱼 个 点 有 一 个 订 及 于 Er" 的 一 个 开 
子 集 的 部 域 。 证明， 对 ”x0C 忆 "的 每 个 点 都 有 R"* "中 的 一 个 邻 域 
吕 及 一 癌 有 是 多: 一 到 st+ 7 使 得 和 (CnMH7 )=R" x0CR"+t'。 

5， 如 果 分 别 用 她 ,TD IntD2，Dz,S? 代 韦 为 2， 区 城 的 不 变 作 《定理 13,8? 
继续 成 立 四 ? 

6， 一 个 出面 是 一 个 空间 ,其 每 个 点 x 部 有 同 码 于 DD 的 一 个 邻 域 本 ,比如 说 ， 
以 9;N>D! 表 示 此 同 且 , 证 明 ， 如 果 对 于 某 个 这 祥 的 “图 "有 (x) E51， 
列 对 于 它们 所 有 的 图 亦 然 .[ 提 未: 用 区 域 的 不 变性 。] 这 样 一 些 点 叫做 
该 昌 面 的 边界 点 。 
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7。 证 明 ， 如 果 昌 ? 全 部 用 所, 代 赫 ， 定 再 8.1 继 续 成 立 。 

3。 举 些 例子 证 明 对 于 6 曲线 ， 芝 域 的 不 变性 不 成 立 ， 即 ， 给 定 一 些 开 集 
4C6 和 和 连续 内 射 f:4 >6 使 得 
四 了 不 是 一 个 堪 入 ， 
可 j(4) 在 6 中 不 是 开 集 。 

“9， 对 于 “Wada 沽 ”讨论 命题 13.3 的 类 比 。 

10. 征 明 , 如 果 天 在 忍 中古 紧 致 的 ,并 且 SK( 如 同 练习 8.3 申 那样) 定义 为 想 2t 
连结 下 的 点 到 点 (0,1) 和 (0, 一 了) 的 所 有 有线 眉 的 并 集 , 则 RKCR? -SK 
诱导 z， 上 的 一 个 双 射 。 试 推出 存在 一 个 同 构 全 oR 一) 一 > 他 i(K)， 
因此 至 e《K) 是 一 个 让 出 Abel 群 .现在 可 担 试 作 一 次 练习 4.7。 


第 14 章 ”进一步 的 对 偶 性 质 


导言 

如 同 由 开 的 性 质 可 推出 C -或 ;一直 的 道路 连通 分 支 的 数 
昌 一 样 ， 把 紧 致 集合 K 的 连通 性 与 CK 的 性 质 联系 起 来 是 可 能 
的 和 有 趣 的 ,在 本 章 中 ， 我 们 将 描述 空间 x 的 一 个 新 的 拓扑 不 变 
量 H.《X)， 并 概述 与 已 经 给 出 过 的 对 偶 定理 相 类 似 的 第 二 对 偶 定 
理 。 这 个 结果 在 下 一 章 讨论 复 分 析 中 的 Cauchy 定理 的 公式 表示 
中 得 到 应 用 。 但 在 本 章 中 我 们 将 不 给 出 证 明 ， 部 分 是 因为 空间 的 
原因 ， 部 分 是 因为 这 个 问题 在 任何 维 数 的 空间 中 讨论 都 并 不 很 困 
难 . 对 更 详尽 的 论述 感 兴趣 的 读者 可 查阅 列 在 本 章 末 的 更 高 等 的 
书目 之 一 。 


群 H1(X) 
已 经 给 出 的 对 偶 定理 论述 了 
DiC -K)—HICK) 
是 一 个 同 构 ， 这 里 的 想法 是 希望 得 到 -一个 同 构 
2E(C -天 ) HK), 、 

其 中 Hi 也 还 要 进行 讨论 。 为 了 引出 定义 ， 要 注意 到 R(X) 和 
EXY) 分 别 定义 为 映射 X 一 Z 和 一 8 的 疝 伦 类 的 群 ， 而 对 于 
Ho(X) 必 须 用 X 的 点 (或 , 一 点 到 关内 的 映射 )， 一 种 等 价 甘 系 ， 
以 及 某 些 代数 。 类 比 地 指出 ， 对 于 HL.(X)， 要 用 了 或 $7 到 X 内 
的 映射 ， 一 种 等 价 关系 ， 以 及 某 些 代数 ， 在 技术 上 使 用 1 则 是 更 
方便 些 。 等 价 关系 出 必须 允许 把 两 个 区 闻 在 公共 端点 处 粘 合 起 

。3164 。 


来 ， 以 及 是 端点 固定 的 同 伦 .. 下 面 的 定义 与 此 是 等 价 的 ， 上 只 是 更 
简单 些 。 

对 于 任意 空间 X ， 我 们 有 所 有 连续 映射 太一 的 集合 Map 
(CX) .定义 群 C1(X) =F(Map(I,X)), 定 义 9/ :Map (J,X) 一 F(X) 
=Ce(X) 为 

Of) =1401)) ~ if(0)), 
并 设 d1:C1(X) 一 Co(X) 是 相应 的 向 态 。 

把 对 于 Ho(X) 的 定义 后 鲁 部 分 的 重新 陈述 留 给 读者 作为 一 个 

练习 、 . 


14.1 引 理 “下 丙 的 诺 到 是 下 全 的 : 


a Ft(p) 
CX)—>Co(X) 一 >Ho(X) 一 >0. 改 


惠 的 定义 在 这 方面 是 一 个 典 罚 、 把 RR? 中 的 三 角形 0<9y 志 x 所 
i 记 为 T， 并 定义 了 与 全 的 搂 之 间 的 网 肤 为 
OD)= Ct, Oy OD = t,t, Oat) = 1, A 


图 14,1 
“图 14,1) ,现在 记 C2(X) = FCMap(T, 苹 )), 并 设 da;Ca(X) 一 C1(X) 
总 这 内 的 同 态 ， 它 僻 得 对 于 加 一 多 有 
dai(@))= 这 的 0o) - iChe0) + 试 鸭 c0a)。 
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作为 检查 对 记号 和 设置 减 号 的 理由 的 理解 ， 读 者 自己 证 明 下 面 答 
单 的 结果 。 


14.2 引 理 ”我 们 有 dod:= 0. 国 

Kerd， 的 元 素 称 为 1- 闭 链 ; Imai 的 元 素 称 为 1- 边 变 链 。 
HH1(X) 定义 为 商 群 

Hi(X) = Kerdi/Imdss 

据 引 理 ，Imdz 二 Kerd,， 

万 :的 一 些 形式 上 的 性 质 可 以 象 H, 的 那些 性 质 一 样 得 到 ,我们 
逐条 叙述 在 下 面 ， 并 作 适 当 的 提示 ， 使 得 好 学 的 读者 自己 能 证 明 . 
出 这 些 绪 果 。 


14.3 引 理 任 剖 连 续 映 射 1;X 一 Y 都 诱导 一 个 同 态 、 
THIX) HCY) 1 

令 凤 卫 针 请 加 同 园 态 、 并 及 如 暴 8:Y 一 Z， 则 (5.o。 

注意 到 〈 通 过 合成 ) 诱导 一 个 映射 

1.:Map(I,X)—Map(l,Y), 

从 而 诱导 一 个 同 态 
F(f :Ci(X) 一 Ci(Y)。 

类 似 地 ， 还 有 Co, Cs 上 所 诱导 的 同 态 ， 并 且 可 以 验证 下 而 的 图 表 - 

是 交换 的 。 由 代数 演算 即 可 得 到 引 理 的 断言 。 ' 


及 沁 一 CC 人 (于 一 
t 


CFTCAD Co 


14.4 引 理 如 里 所 :XX 一 YY; 则 f= 了 ;HX) 一 (YY)。 
事实 上 ， 设 H:XxIY 是 一 个 同 伦 。 对 于 每 个 PEX，t> 
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五 (P ,已 是 了 中 的 一 条 道路 ， 也 给 定 了 C1(Y) 的 一 个 元 案 。 于 是 得 
到 站 态 
so:CotX) 一 CCY)。 
类 似 地 ， 对 于 每 个 1E Map(I1, 素 )， 我 们 定义 sf 和 s' 了 CE Map(T,Y) 
为 
sf(u,0) = HOCH), 9), 
s/f(uv) = 五 (UTCu))。 
让 了 所 在 的 类 对 应 于 i(sf) - is 六， 从 而 给 定 一 个 映射 
SCUX) CY) 
现在 
dasi(x) = (x) — fu, (x) ~ god), 
容易 得 到 泊 要 求 的 结果 。 大 


五:( 关 ) 的 性 质 

下 面 的 结果 是 相 汉 准 的 ， 关 于 它 的 证 虹 ， 我 们 将 不 说 很 多 ， 
请 参阅 练习 14.2 和 14.3。 

14.5 Mayer-Vietoris ”定理 没 X 和 Xs 是 的 并 于 煲 ， 使 得 
2 人 各 <Y 刚才 在 亚 从 序列 《 凑 册 的 隐 中 与 官 机 


.3 的 向 他 ) wavtrvvwvevwvwmvwvwvvvwvvvwevww 


A 
HAAYITHICXD EINK) EH XK HY) — 
Ho CXI BH XD) 一 Fi(X) 一 0， 


注意 对 于 定理 8.1, 要求 X, 和 Xs 在 多 中 是 闭 集 ; 而 这 里 要 求 它 
们 是 开 集 ， 与 前 曾 术 似 ， 证 明 的 关键 部 分 是 定义 映射 A。 其 思路 
是 ， 对 于 给 定 的 区 间 《或 汪 角 形 ) 到 X 中 的 映射 , 控 这 些 区 间 (或 : 
三 角形 〉 切 割 成 一 -或 把 它们 重 分 成 为 一 一 一 些 较 小 的 区 间 (或 
三 角形 ) ， 使 其 中 的 每 一 个 都 金 部 映射 到 Xi 或 XX 中 。 如 果 x 是 . 
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和 中 代表 EEH(X) 的 一 个 链 ， 把 x 重 分 为 x1+ Xa， 使 xiE 
:CHKxi)， 然 后 有 dixli+ dixs = 0， 这样 
dX1€ Co(XI 站 X3)。 
现在 我 们 定义 4 为 gaxi 所 代表 的 类 。 整个 的 证 明 训 大 交心 使 用 
分 的 过 程 。 竹 
四 分 的 反面 也 是 有 趣 的 ， 它 使 我 们 可 以 把 上 面 的 一 些 定义 与 
在 这 些 定义 中 用 S! 代 替 1 后 的 定义 联系 起 来 。 


14,6 引 理 ” 设 和 是 痢 
可 由 二 个 加 1: I 一 x 来 代 者、 
对 于 给 定 的 使 fC0) = ) = 了 1) 的 两 个 图 ， 如 辣 在 第 5 章 一 样 ， 
可 组 成 一 个 合成 11#*j:。 容 易 构 造 一 个 三 角形 使 
(的 = i fa) -if 11). 
类 似 地 ， 一 i 站 可 用 i( 有 Ro 站 ) 来 代 兰 。 把 这 些 应 用 到 任意 1- 闭 链 ， 
所 有 项 可 合 拼 成 一 些 圈 这些 轿 又 可 利用 X 的 道路 连通 性 连接 起 
来 。 图 
然 调 要 把 定义 卫 :(X)7 的 那些 团 之 问 的 等 价 关系 写 清楚 ， 并 不 
基 很 简单 的 事情 。 为 了 对 转 作 合成 ， 必 须 选 一 个 基点 4# 然后 可 用 
模 同 伦 定 义 基 本 群 ri(X&)， 它 一 般 是 非 Abet 的 。 得 到 HI(X) 的 
彻底 的 此 何方 法 是 送 用 边缘 ， 并 求 得 一 个 由 《〈 定 向 ) 上 蛙 面 到 XX 中 
贷 映 壬 此 曲 疝 的 边界 图 正好 是 和 中 给 定 的 一 组 图 。 对 于 这 方面 
的 发 展 情况 ， 可 演 阅 本 章 未 附 的 参考 文献 。 我们 下 面 继续 进行 
- 互 : 与 于 :之 间 郊 类 比 。 
14.7 引 理 ”存在 二 企 自 然 司 态 
H'(X) "Hom (Hi(X), 2), 
.如 果 玉 是 1.p.c. 的 ， 此 同 态 扣 内 射 、 


首先 ， 可 以 “例如 ， 应 用 定理 14.5) 计 算得 到 互 (SS .其 
。，168 。 


让 Hh(X) 的 作 下 一 企画 束 


! 次， 每 个 三 X 一 SI 可 诱导 
fHAXI>HSYSEZ 
据 引 理 14.4， 了 只 与 的 同 伦 类 有 关 ， 同时 容易 看 出 它 是 可 加 
的 。 如 果 f。= 0, 则 对 于 每 个 轿 二 51 一 鲜 , 就 有 0 = (jo1)., 由 此 得 到 
deg(fo1) = 0， 据 定理 7.1，f 是 零 伦 的 . 二 
人 们 也 许 会 希望 在 与 定理 4.8 所 需要 的 某 些 相同 的 条 件 下 ， 
这 个 同 态 将 是 一 个 同 构 ， 依 照 狂 迭 空间 的 标准 理论 ， 这 确实 是 可 
以 得 到 的 ， 


对 偶 性 
现在 我 们 来 构造 第 二 个 对 偶 映射 , 设 K 是 C 的 紧 致 子 集 ， 
ZE 天， 天 TI 一 CC 一 站。 定义 映射 8: 2 一 SI 为 
gt) = NO FH) 

它 的 提升 是 连续 映射 8 8 一 有: 定义 了 对 于 z 的 指数 为 BD)- 
全 (0) 。 显 然 这 与 提升 的 选取 元 关 ， 而 它 部 连续 地 依 粮 于 z， 因 : 
而 它 给 定 了 Map( 天 ,及 ?的 一 个 元 素 。 根据 万 有 性 质 进 行 扩张 ， 

得 到 一 个 局 态 
了 CC 一 并) 一 Map(K ,及 )。 


14.8 引 理 我 们 有 od = 0。 存在 一 交换 图 表 


CC_K) Le Map(K,R) 
装 e. 


DL, : 
CC 一 KE 一 Map(Kv3D 


推论 如 果 d1z=0， 则 LzE Map(K,Z)， 因而. 读 导 一 个 映 : 
时 
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2dC-K) 一 Map,Z) BoK)。 国 
惠 P 是 一 个 对 锡 映 射 。 现 在 我 们 可 以 叙 途 第 二 对 偶 定 理 苍 并 
可 以 指出 它 与 第 一 个 是 怎样 相关 联 的 . 图 


14.9 定 理 对 于 C 的 任意 紧 改 子 集 K，I:H1(C 区) 一 HICE) 
县 一 个 网 移 . 而 县 ， 条 K' 与 K ,二 者 部 是 C 的 时 要 于 入 ， 风 下 列 


A GH KC Ra CK) ftC XK, KftC— KRACK BtC— KK 
HKU KS) HKG) B HK) GO = HRY) GB HK -证 


其 中 两 个 序列 分 别 是 定理 8. 1 和 14.5 中 的 Mayer-Vietoris 应 淹 。 
而 紧 岂 的 观 射 号 对 对 侦 风 构 。、 

注意 下 面 的 序列 中 的 第 一 个 映射 是 内 射 ， 而 上 面 的 序列 中 的 
最 后 一 个 映射 是 到 上 映射 ， 因 此 我 们 可 以 在 每 个 序列 的 端点 添加 
王 # 而 仍 保持 正 合 性 ,这 与 前 面 对 一 些 特 殊 情 况 所 考察 过 的 相同 。 
中 间 方 块 的 交换 性 是 这 样 获得 证 明 的 : 由 C- (KmnK2?) 宁 的 一 个 
闭 链 开始 ， 这 个 财 链 正 是 C - Ki 和 CC 一; 中 的 链 之 和 ， 再 应 用 可 
理 14.8 的 图 表 . 厅 


推论 “如果 丘 是 哇 的 闵 子 集 ， 则 存在 一 个 同 构 
Hi(S?— K) HK). 
因为 如 果 K = S:， 结 论 是 显然 的 ， 和 否则 旋转 球面 57 使 得 co 亿 
. 玫 。 因 为 天 在 8 中 是 闭 集 ， 故 它 也 是 紧 致 的 ， 所 以 可 应 用 定理 
714.9， 把 要 证 明 的 余下 部 分 留 作 练 习 〈 练 习 14.5) 国 


平面 区 域 
上 述 理论 的 一 个 应 用 是 用 于 平面 区 咸 的 拓扑 ， 即 C 的 连通 的 
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开 子 集 的 拓扑 。 这 些 在 复 分 析 中 也 是 很 有 用 的 (参阅 下 一 章 )。 
这 里 我 们 讨论 开 集 UU ， 它 的 闭 包 和 它 的 边界 之 间 的 关系 。 同 第 12 
章 一 样 ， 很 多 情况 中 的 自然 的 包含 空间 是 St。 如 果 如 的 闭 包 是 整 
个 S?， 则 了 5 在 $S? 中 的 余 集 与 其 边界 重合 ， 并 据 上 面 的 推论 ,ED(D》 
宕 所 (8: 一 避 ). 除 此 以 外 ,可 以 旋转 3? 使 得 co 不 在 其 闭 包 中 。 这 要 
当 于 U 是 C 的 有 界 子 集 . 回忆 起 以 CCD) 表示 也 的 闭 包 《在 C 中 
或 在 S: 中 一 样 ) ，FIU = CLU) -器 家 示 其 边界 。 


14.10 定 理 设 U 是 C 的 一 有 界 选 通 开 于 集 、 则 奔 在 网 构 
,HEU HC-U) SHAD), 
其 月 这些 群 为 0 当 且 仅 当 CC 为 0 
证 明 因为 U 是 连通 的 , 故 C1(U) 也 是 连通 的 (参阅 练习 3.9) 。 
则 (C3C - 口 ,CL(U)) 的 Mayer-Vietoris 序列 (用 到; 参阅 练习 
13.7) ， 
BAO SAC -CUI OR UO) SH FO) HC) ， 
给 出 了 第 一 个 同 构 ， 定 理 14.9 的 推论 给 出 了 第 二 个 同 构 。 又 据 蛋 
再 14.7， 如 果 Hi(U) = 0，HIU) 也 为 0 
现在 相反 地 假设 CU) = 0, 并 且 如 果 可 能 ,nC -可 二 0, 则 
C -D0 是 不 连通 的 。 设 C 一 U= 久 UY 是 一 个 分 划 . 如 果 UU 以 |z| =R 
为 界 ， 则 不 妨 涪 包含 所 有 使 |1z| 之 R 的 点 ， 故 了 是 紧 致 的 。 据 
定理 1.12，d(X,Y) >0, 称 它 为 = .定义 
U(X)= {zE Cid(z, X) Le/3}, 
U(Y) = {zxE Cid(z,Y)<e/3}y 
因为 4(z,X) 是 连续 的 ， 所 以 U(X) 是 开 集 。 类似 地 ，U(Y) 也 是 
开 集 . 设 
K=C-UGK) -UY). 
它 是 闭 集 并 有 界 (以 及 为 界 ) ,因而 是 紧 致 的 。 如 果 xE 了 ,YE > 
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则 xEDUCX)，YEUCY) 分 别 位 于 C -五 的 不 同 的 分 支 中 ， 所 以 它 
们 是 被 K 分 离开 的 。 如 果 定 义 


j=N( 了 六) 


名 

据 Eilenberg 判 别 准则 ， f:K 一 S! 不 同 伦 于 常 值 映射 。 但 因为 了 
定义 在 U 上 (x, 不 在 局 内 ) ， 并 且 HI((O) =0， 则 存在 1:U 一 St 
的 一 个 零 伦 ， 而 它 在 K 上 的 限制 给 定 了 一 个 零 伦 。 于 是 得 到 了 一 
个 矛盾 . 围 

当 这 些 群 部 为 0 时， 区 域 品 称 为 单 连通 的 。 可 以 证 明 ， 这 等 
答 于 所 有 有 映射 1 一 口 都 是 零 伦 的 条 件 ， 也 等 价 于 对 于 每 条 Jordan 
基线 JCU， 口 包含 了 的 一 个 余 区 域 这 一 条 件 。 另 一 个 等 价 条 件 
《但 比较 深入 》 是 品 同 凸 于 CC 。 


推论 对 下 中 的 连通 开 了 工 信 0，8? 一 忆 的 健 企 分 支 者 基 总 过 
通 的 。 

因为 HS 可)=P(CLD)) =0。 国 

进一步 的 发 展 

本 章 是 传统 的 代数 拓扑 学 的 一 个 十 分 简单 的 导 引 ， 我 们 有 意 
识 地 使 用 了 标准 记号 ， 以 便 使 得 希望 作 进一步 探讨 的 读者 不 到 发 
生 温 淆 。 较 适合 的 书目 有 Lefschetz 的 《形式 稍 老 一 些 , 但 很 几 
何 化 ) ，Maunder 的 〈 或 许 最 适合 作为 本 书 的 续篇 )，Hocking 和 
Young 的 以 及 Spanier 的 《虽然 比 前 述 的 书 较 详尽 ,但 作为 导 引 显得 
深 了 点 ) 。 我 们 也 提 到 了 边缘 。 对 于 微分 拓扑 的 一 般 导 引 参阅 
Milnor 的 著作 } 就 边缘 而 言 ， 可 试看 Conner 和 Fioyd 的 著作 
葛 第 一 章 .。 

Conner,P. E. and 电 。.E,Floyd，《Differentiable Periodic 
Maps» ,Springer, Berlin,1964, 
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Hocking,J,G. and G. S$. Young, 《 Topology» ,Addison~™ 
Westey, Reading.Mass, ,1961, 

Lefschetz ,Solomon, 《Introduction Topology» ,Princeton 
University Press，1949。 

Maunder,C.R.F.,¢Algebraic Topology» ,Van Nostrand, 
Princeton, 1970. 

Miilnor,J. W.,€Topoiogy from the Differentiable View— 
point University Press of Virginia, 1965, 

Spanier, E. H., ¢&Algebraic Topology» ,McGraw-Hill， 
New York, 1966。 


练习 和 问题 
1。 成 引 理 14.1 到 引 理 14,4 的 证 明 . 
2。 对 于 多 的 具有 交集 了 的 任意 子 集 XX1 和 X，， 定 义 
CH = CE (XY) +C; (EDCC (RK),i=1, 
《时 正 合 序 出 的 证 质 》 证 明 ， 如 果 H{(X) ,HfCX) 是 用 Cf 定义 的 ， 风 
存在 一 个 正 合 序列 
HY (KIBHAXVIIIX AHAY 
Ho (XY) EHX HH NX 0 
3。 泊 明 存 丰 映射 HICX)H1CX), 了 AXY99(X), 且 后 攻 是 到 的 . 它 
站内 射 ， 当 且 仅 当 对 子玉 中 哺 点 为 PEXi，Q EX 的 每 各 道路 ， 存 全 
一 列 虚 ” 
P=Re, Ri Ree =Q, 
使 号 可 用 Xi: 中 的 道路 连结 Ra 与 Rai + 1(0<i<k)， 可 用 Xz 中 的 道路 - 
连结 Ri， :与 Ri (1<i<R). 证 明 , 如 果 X1 和 XX 二 省 在 XX 中 都 是 开 集 
则 上进 论断 或 立 。 如 果 二 宪 帮 是 闭 集 ， 它 也 必 盛 立 吗 ? 
如 果 对 于 全 意 六 XX 使 得 (0) E X41， 1 《X25 可 用 点 列 


0 -oa mar =1 
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重 分 了 使 得 Te; ,zi +1 CXifiari -092 jCXa 证 骨 1 人 X 
玉 ,(X) 是 到 上 的 。 
4。 给 | 更 14， 8 的 一 个 证 明 。 
5。 设 KK 是 Uc (0,R) 的 紧 至 子 集 。 由 XK1) = Re(t) 给 定 的 映射 :J>C~K 确 
定 了 H1(C -五 ) 的 一 个 元 素 % 。 证 明 T2(x) 是 常 值 映射 c:K 政 ,上 且 c(K) 
= 1。 因 此 得 到 二 正 合 译 列 间 的 一 个 同 构 
0 一 ZTC 一 -TS2 -天 ;0 
二 了 ~ 1 
C77 HICK) SH KR) 
[提示 : 应 用 Mayer-Vietoris 序 列 ， 其 中 Xi 人 EC; |z| SR,，z 半 K} 和 
X= {2€8: jz RY.] 
省 。 设 A，= {xX EER"'+T1:x; 之 0,ZX: = 1}， 定义 Di :4 二 4 为 
(xs = (Korres Ki 0 Ne) OCI 
记 C，(X) = F(Map(A。, 和 )) ,并 设 4。:C。(X; 下 2s-_1(X) 是 同 态 ,使 
得 对 于 和 ;A PX， 


ds 0) = ED iG, ), 


验证 类 比 于 引 现 14.1 到 14.4 的 结果 。 

7。 设 了 是 具有 顶点 4:，4:，…，A4。 和 直线 楼 的 图 。 又 设 MCMap(1， 
T) 昨 了 到 粹 4 从; 上 的 线性 贞 冉 的 集合 ,其 中 i< 六 C1 "(7T)= FM) - 
《用 归纳 法 ， 利 用 Mayer-Vietoris 定 理 ) 还 明 Ker(d Cl (FT)) 可 网 构 地 
映射 到 卉 LCT) 上。 与 练习 8.25 到 8.27 相 北 较 。》 

8。 证明: 如 果 口 在 R* 路 是 开 集 ， 着 代 所 有 连续 映射 “>U， 仅 用 具有 过 
续 一 阶 仿 导 数 的 那些 映射 也 可 得 到 问 样 的 群 豆 :(U)。《〈 和 运用 练习 3.12 的 
方法 。》 试 证 明 也 可 以 对 映射 ~ 避 作 有 限制 。 《为 了 做 到 这 一 点 ， 融 
变 件 么 ? ) 

9。 描 述 一 下 灯 上 一 个 #4- 胞 腔 后 对 村 :的 影响 《与 练习 8.9 和 和 练习 8.10 作 比 
较 ) 。 

10。 利明 上 -- 道 练习 题 计算 HiCM :7 和 Hi(N，)， 其 中 Me ,Ni 与 练习 8。12 


1 


中 的 粕 网 。 

“11 .利用 前 两 道 练习 题 计算 吾 ; (P。( 肪 )) 和 日,(P。(C).[ 提 东 :P， 及) 是 在 
PP - 基 RR) 上 业 上 一 个 nn- 光 及 得 到 的 ，P。(C) 是 在 Ps -1(C) 上 加 上 一 
个 细 - 胞 膝 得 到 的 ，] . 

”12。 利 用 定理 14.8 的 图 表 的 中 间 的 方块 证 明 下 面 的 Alexander 引 理 . 设 

KK, 工 是 C 中 只 交 于 两 点 P、Q 的 紧 致 子 集 ; xsy ECC- 一 工 是 肯 不 被 KK 
也 不 被 分 离 的 南 个 点 。 用 CK 中 的 道路 e 和 C- 工 中 的 道路 连结 它 
们 。 贡 如 果 a*B 关 于 了 的 撕 数 为 0， 玉 UI 也 不 能 分 离 和 少 。 

13。 证 明 。 如 果 f 是 -个 图 ， 则 tT》 是 由 团 的 类 生 成 的 ， 这 些 图 都 是 
Jordan 购 线 。 

14. 对 也 下 面 的 每 个 图 ， 求 出 有 (ID 到 多 ，《〈 对 于 某 个 > ) 上 的 一 个 同 构 ，， 
并 说 盟 册 Jerdan 曲 线 所 玫 永 的 它 的 元 素 ， 


OE 


四 练 习 11.9 的 图 。 
到 其 有 五 个 顶点 ， 每 对 顶点 以 一 条 校 相连 的 图 。 
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第 15 章 ”几何 的 积分 理论 


导言 

第 14 章 的 一 些 结果 与 积分 之 问 的 关 蒜 ,来 自 把 映射 力 1 一 C 考 
带 为 可 能 的 积分 路 径 。 当 然 ， 这 就 要 求 了 不 仅仅 是 连续 尽管 已 
经 知道 假设 路 径 是 可 求 长 的 《〈 即 有 有 限 的 长 度 》 就 可 以 了 ， 但 为 
简单 起 见 ， 我 们 将 假定 了 是 可 微 的 。 因 为 在 复 变 量 的 情况 下 ， 会 
产生 上 短 外 的 问题 ， 所 以 本 章 从 研究 珊 个 实 变量 的 情况 开始 。 


及? 中 的 线 积分 
线 视 分 前 常 写作 
f eax +bay; 
其 中 s 表示 路 熏 ， 把 路 径 取 作 参 数 式 x= x(t)，>= ?(D) (证 以 全 
定 ) 0<t<<1 是 方便 的 ， 这 等 于 懂 我 们 有 了 一 个 映射 J: 一 R?。 
于 是 这 个 积分 可 定义 为 
{acew, OP +b(x(D, 9 as 


为 使 这 个 积分 有 意义 ， 油 数 6 和 必须 在 1(D. 上 有 定义 ， 以 及 导 
数 dx/dt 和 dy /dt 必须 存在 。 

为 了 应 付 第 一 点 ， 我 们 选取 开 集 U CCR， 并 只 考虑 上 映射 了 :了 
一 >U 和 定义 在 U 上 的 函数 a,b， 至 于 第 二 点 ， 对 映射 +， 我 们 
数 dx/dt 和 dy/dt 存 在 并 在 [9，11 上 连续 ， 因 为 只 是 对 一 阶 


但 为 了 各 免 与 本 书 中 其 它 -一些 记 号 发 生 混淆 ， 我 们 将 代 之 记 作 
Map*(1,)， 其 中 4 代表 可 微分 

对 本 孝 。 各 5， 我 们 世 要 求 它们 消 中 一些 条 件 ， 在 这 阶 甩 人 
定 o 和 ) 的 -- 阶 信 导 狼 在 世上 存在 并 连续 就 足够 了 。 形 如 odx + 
+bdy 的 下达 式 称 为 U 上 的 1- 微 分 形式 。 所 有 这 样 的 形式 构成 的 
《在 及 上》 向量 空 间 表 示 为 多 !(D)。 


Green 定理 
关于 线 积分 的 一 个 重要 定理 是 Green 定理 。 粗 略 地 说 ， 它 是 


| odx+vay= |, (- 吕 + 于 Jaxay， 


其 中 表示 -个 圈 ， 人 表示 它 内 部 的 区 域 。 确 切 地 阐明 “内 部 ” 
这 个 概念 曾 是 我 们 的 主要 课题 之 一 。 现 在 我 们 来 研究 这 个 定理 。 


15.1 引 再” 候 寡 7CV， 由 


(人 -| Jaax+bay)= [rie 器 + 总)axay. 


证 明 显然， 我 们 可 以 分 唱 考 虚 含 有 a 和 含有 5 的 项 ， 两 种 
情况 下 论证 方法 相同 ， 因 此 只 要 考虑 含 & 的 项 就 足够 了 。 


， 
f aqx=| att,0)dt, 
， 


1 .az- feces yas, 
eax=0 《x 在 0, 上 是 第 入 )。 
又 ， 


- -人 
alt,t) -att,0) 区。 


因而 
(|. -| + )eax= -人 (人 总 (x,9)ay Yax 


= (人 
= fiaay, 


如 所 疡 言 。 畦 
这 是 一 种 比较 特殊 的 情况 ， 然 而 我 们 可 以 很 容易 地 由 它 得 到 
一 般 情况 . 设 bE Map*(T,U)。 这 就 是 说 由 对 两 个 坐标 的 两 个 仿 
导数 存在 并 且 连 续 。 为 避免 混淆 ， 工 中 的 坐标 用 (wu 表示， 了 
中 的 坐标 用 (x, 轧 表示。 则 
Oxo6) 
ou 
是 此 问题 中 的 偏 导数 之 一 。 
设 
加 =Q(xyy)GX+DB(X dy 
是 U 上 的 1 形式， 加 果 f: >TEMap* (I,T)， 则 
bf E Map’ (1,U), 


[0. 


它 又 可 表示 为 党 着 了 的 线 积分 如 下 ， 
{0 foe» +ogdc) ar 
现在 作 代 换 


dx .6x dh ,Ox dv 
dt ou dt dv dit” 
dy 67 du 067 dy 


do 


从 而 有 钱 积 分 | 6'o， 其 中 


dr0=( age + obo)) Raut 


+ (abl,)) rocou,0)) RP ao. 
对 dsao 应 用 引 理 15.1。 其 左 端 尾 


直人 


右 端 尽 在 dudy 前 乘 以 下 面 式 子 后 在 T 上 的 二 重 积分 : 


od Ox Oy 
{aces0)) 天 -baoo) -天 


6 Ox 6y 
- 吕 {acblD) 保 +bglwv)) 总 } 


-G0 Ox Ox [2 Oy 


_Sa Ox ,Ox _WB O_O 
OU Ou dvo0u Ov om vou 


=( 各 绎 + aa B+ 6p 6x ,9 9 
ox Ou 67 0 7100 Ox ou 0 ul 


-( 锯 Bx , Ga 名 经- 的 8x ,pb oy 
Ox 6 6 Ou/u Gx Ou 0 W/ou 


如 果 几 是 内 射 ， 且 Jacobi 行列 式 为 正 ， 二 重 积分 中 变量 代 换 的 通 
常规 则 指明 此 二 重 积分 等 于 


0b 6 
jj 人 
对 于 任意 〈 二 次 可 微 ) 的 %， 我 们 把 任意 函数 c(x,y) 在 由 上 的 二 


“79 。 


年 积分 宕 义 为 


用 elx, dxdy = | cblus (各 器 


Bx 0 
au ccd。 


这 样 ， 所 讨论 的 积分 现在 可 以 写作 


HC (器 -部 )axay， 


对 于 @= adx+bdy 定 义 


如 =-( 名 -名 Jaxiy。 
由 此 可 作 进 -一 步 的 简化 。 
于 是 ， 应 用 这 个 记号 我 们 已 经 还 明了 ， 引 理 15.1 剖 涵 着 
15.2 命 题 如 如 局 是 R? 中 的 开 集 ，%2T- 一 >*U 有 连续 的 二 区 
偏 导 数 ， 关 由 ob 名!), 划 


人 


这 个 结果 在 记号 上 指出 了 另 一 个 改进 , 积分 |。 是 由 se 


Mapl(TU) 和 w@E 多!U) 确定 的 。 据 万 有 性 质 可 把 它 作为 同 态 推 
广 到 FCMap*(I,U)) 上 。 即 ， 如 果 & = ni(xt)， ntEZ， XxX:E 
Map!'d1,U), 有 


fe=%, fe. 


类 似 地 ， 如 同上 述 有 7 由 AE Mapr:) 和 形 如 
N=eltx,y) dxdy 
的 所 确 定 ， 可 把 .7 作为 同 态 推广 到 PCMap(T,D)) 上 。 然 局 
可 把 命题 15,2 写 作 
”80。 


f°- 


并 且 在 适当 的 可 微 条 件 下 确实 成 立 ， 注 意 ,为 了 使 5"@ 可 徽 , 必须 
假定 6 有 连续 的 二 阶 偏 导数 。 


借助 同调 语言 的 重 述 
下 面 我 们 来 清理 一 下 。 我 们 已 对 在 第 14 章 中 用 以 定义 H1(U》 
和 Ho(D) 的 序列 


CCU Cod) 
加 以 限制 , 仅 允许 映射 具有 连续 的 一 阶 偏 导 数 。 订 以 证 明 , 这 同样 
能 得 到 与 前 述 相同 的 同调 群 参 阅 练习 14.8) 。 为 了 最 后 的 结 
果 ， 仍 需要 求 具有 连续 的 二 阶 偏 导 数 ， 为 避免 重复 说 明 这 种 正当 
要 求 的 必要 人 狂 ， 从 现在 起 我 们 假定 这 些 映射 具有 任 总 阶 连 续 偏 导 
数 。 这 里 通常 的 记号 本 应 是 C~(1,U)，C™(T,U)， 然 而 我 们 仍 简 
单 地 记 作 Map* (1,D)，Map*《T,U)， 并 把 相应 的 自由 Abel 群 
作 Ci CU)，C3(D) ,由 此 再 次 得 到 与 前 相向 的 群 Ho(U) 和 H,(U)， 

类 似 的 注释 也 适用 于 1- 形 式 . 我 们 这 样 来 结束 清理 工作 把” 

U 上 具有 任意 阶 连 续 偏 导数 的 实 值 函 数 的 向 量 空间 记 作 久 (DU) 
把 1- 形 式 

w=adx+bdy 
的 向 量 空间 记 作 多 1(U)， 其 中 e,bE %U)， 最 后 ， 把 表达 式 

pdxdy 
(的 向 量 空 间 ) 记 作 多 ?器 )， 其 中 pE 多 "DU)， 定 义 线 储 映射 


0 6 
EA 
如 下 对 于 fE 名 "(DD),， 
of = 让 dx+ 中 ay。 - 
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对 于 多 1U) 中 的 o = adx +bdy， 
8 6 

me-( 呈 -如 Jaxay。 
现在 可 以 君 出 所 以 要 假定 无 限 可 微分 的 一 个 理由 ， 因 为 如 果 o 是 
r 次 连续 可 微 的 ， 那 就 只 能 指望 o 是 (r- 1) 次 可 徽 的 。 我 们 君 
到 ， 对 于 任意 的 JE 多 "(D),66f = 0( 与 引 理 14.1 比 较 ) 
现在 定义 SV "0)= Ker(6; 儿 ?U0) 一 外 1 加 0))， 

Bp OU) Ker CO: GU) YU)) 


其 第 一 个 是 容易 描述 的 。 如 果 好 = 96， 则 在 U 上 
于 .0 
ox 67 “ 
根据 增 量 公式 ， 对 于 任意 PEU， f 在 P 的 附近 是 常 值 ， 由 此 得 
到 上 在 如 的 每 个 分 支 上 是 常 值 ， 因 而 确定 了 一 个 映射 za(C) 一 > 
卫 , 这 就 推 得 
BU) EMap(xe(U) ,RBR)SHom(HAU),R). 
更 有 趣 的 是 另 一 个 群 ， 它 与 我 们 刚 做 过 的 工作 有 联系 。 


15.3 定 理 。 积 分 宏 义 了 二 个 肉身 
FU) —>Hom(Hi(U) ,R). ， 
其 注 “事实 上 ， 了 是 一 个 同 构 。 这 可 由 de Rham 定 理 得 到 。 
在 本 章 末 的 参考 文献 中 有 有 关 这 方面 的 描述 。 
证 明 设 o 多 KU), 且 do =0, 我 们 知道 ,对 于 任意 5E CD) 


有 积分 | o. 但 我 们 只 对 Kerd 太 兴趣 ,也 就 是 假定 35= 0。 如 果 E= 
却 ， 则 因为 Go =0， 有 
Te J. fe0=0. 
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因此 ，5 一 >|,o 话 导 一 个 向 态 
TO :HU)—>R, 
显然 ,7(ol +oz) =J(@1) +T(@,). 为 了 证 明了 确定 B21(U) 上 
的 一 个 同 态 ， 璋 下 只 项 验证 如 果 8= 帮 ， 则 J(8) =0。 对 于 任意 
.ESE Map“(TU)， 用 一 个 明显 的 记号 ， 有 


人 = Eart Gay 


_f{if6f dx , 6f dy 
-名 公 + 细 时 ) 


-fa 
= i f(x(t) ,Yat 


=1(x01) ,01)) -f(x(0),200)) 


= 

La 

杭 据 线性 性 质 ,对 于 任意 &€ CCU)， 这 也 是 成 立 的 ， 因 而 ， 如 时 
80， 则 如 所 疡 冤 ，| .0=0. 


注意 这 个 论证 与 引 理 14.8 的 相似 性 ,最 后 剩 下 证 明了 是 内 射 。 
假定 @ 使 得 J(o) =0， 还 可 假定 是 连通 的 ， 如 果 不 连 通 ， 可 对 
每 个 分 支 应 用 下 面 的 论证 。 选 取 点 PEDU. 对 于 每 个 点 GEUV, 存在 
一 条 由 P 了 到 8 的 路 后 é&oE€ Map* (I,U)》 (根据 练习 3.11) 。 定义 


fiQ) -| a0 


对 于 任意 5G Map“ (1,0)， 记 Qs = 5(0) 和 Q1=€(1). 则 
i(é0) +i(é) — i(é0) = NECH UY 
满足 dy= 0. 因 为 J(e) =0, 由 此 得 到 


o-| o=| o+ J.o- | m, 
" fo : to 


因此 
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人 -ob -row， 
特别 地 ， 由 此 得 到 fC) 的 定义 与 路 径 Eo 的 选择 无 关 。 
取 5 是 水 亚 的 路 么 。 则 我 们 发 现 《倘若 线段 px 所 p+ 
»=g 位 于 口中 ， 如 果 记 @=adx+bdy 就 有 


fp + Ba) fps) = facp thsa)rat, 
两 边 除 以 h 并 让 有 一 0， 则 可 看 到 6f/6x 存 在 县 等 于 atx,?)。 类似 
地 ,af/ay 也 存在 由 等 于 B(x,?) .因而 了 具有 任意 阶 连续 偏 导 数 ( 因 
为 a 和 b 具 有 任意 阶 连续 偏 导 数 ) , 甩 


三 维 的 情况 

我 们 将 很 简略 地 过 论 一 下 三 维 中 的 相应 的 情况 。 这 里 可 以 推 
广 以 上 斯 述 而 得 到 《正如 练习 14.6 控 址 明 如 何 推 广 强 理 14,1 的 一 
样 》 ， 对 于 及 中 的 开 集 忆 ， 喘 射 


a d a 
CU 一 >CIDD 一 >C (一 一 Co (D0 


使 得 0? =0; 取 Kerd/Imd 缠 定 髓 HU)。 Hi1(U)，Hs(U)。 
类 似 地 ， 我 们 有 


[a 6 6 
0— I— (UYU YD), 


其 中 银 %D) 是 U 上 具有 任意 阶 过 续 偏 导数 的 孵 有 实 值 函数 构 浅 陀 
向 量 空间 ， 而 1(D)， 多 ?(U) 和 AU) 分 别 由 形 如 

Qid x + a2dxXa + a3d Xa 

bidxsdxy + badx3d x -+ badxidx, 

cdxidxdxs 
的 表达 式 构 成 (的 向 量 空间 ) ,其 中 at， br， cE (0). 儿 "(UDU) 
的 馆 个 元 雪 称 为 U 上 的 光滑 的 i 形式 映射 6 定义 为 


oF qn, 


Oxs 


= Sf 
of 5 dx + + 
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dmdx1 +asdxa + asdxs) = (G2-$ as 


Bs ee)a Xt Xs 


Oa:_ Oa Gas_ Qa 
+(52- Ga)amd x + (32 号)axeaxm 


(bidxadxa + bdxadx1 + bydxidxa) 


Ob Dbs , Obs 
= (P+ B21 5% Se) amdxoam。 


注意 它们 与 所 熟悉 的 微分 算 子 grad，curl，div 之 间 的 密切 关系 。: 
现在 我 们 有 了 平凡 的 公式 (参看 前 面 的 讨论 ), 对 于 1E 
CVU), EECIDV), 


be 


其 次 ，Stokes 定 理 省 诉 我 们 ， 对 于 mE 多 1(U)，$EC3(U)， 


hb 


最 后 ，Gauss 定 理 是 说 ， 对 于 cE 针 KU)，TECSD)， 


fel 


如 加 对 前 面 的 Green 定理 -- 祥 ， 对 这 里 的 每 -种 情况 ， 只 项 建立 
起 标准 情况 ( I， 或 ,或 -个 标准 四 面体 ) 下 的 结果 ， 并 研究 
: 阮 射 下 的 性 态 就 足够 了 。 
通过 与 前 面 - - 样 的 论证 ， 我 们 得 到 映射 
0CD —>Hom Ho (VU), B), 
210) 一 >Hom(H CT)，R)， 
La) —> Hom (HU), BR), 
并 且 可 以 证 明 所 有 这 三 个 映射 都 是 同 构 。 但 这 里 不 子 证 明 。 


复 变 本 的 情况 
我 们 在 这 里 的 县 的 ， 不 在 于 再 次 给 出 更 多 新 的 ， 深 入 的 结果 
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的 证 明 ， 而 是 指出 关于 单 复 变量 的 标准 定理 如 何 符合 现在 的 结 
和 槐 。 我 们 同人 到 R?=C 并 县 z= x +iy。 
注 洪 一 个 复 1 -形式 
名 2 
= 人 9(xsy) +ib(x,)) (dx +idy) 
= (udx —bdy) +itbdx + ady). 
贡 友 
oo 人- 各 + 让) “(各 - 吕 )ja> 
因而 ， 特 别 地 ，6o = 0 当 且 仅 当 
BG oa 
0 Gx’ dx EE 
我 们 知道 这 些 等 式 正 是 Cauchy - Riemann 方 程 ,它们 表示 f=a+ 读 : 
是 z 的 可 微 函数 ,于 是 对 于 在 开 集 U 二 C 上 可 微 的 f 和 任意 的 bE 
Ci (D0) ,根据 上 述 ， 分别 到 实 部 和 起 部 ， 则 有 


fen 


当然 ， 这 也 是 Cauchy 定 再 的 一 种 形式 。 
证 一 样 继续 进行 ， 便 可 引出 群 92'& (0) 的 定义 ， 它 是 册 
1- 形 式 @= f(z)dz 爸 城 的 群 对 于 由 g (2)dz 构成 的 子 群 药 商 群 ， 记 
宁 了 ，&g 在 口上 都 是 可 微 的 ，《〔〈 当 然 ， 在 复 变 量 的 请 癌 下 ， 这 已 
副 应 着 无 限 可 微 性 。) 运用 线 积 分， 我 们 得 到 一 个 映射 

J BFE 00) 一 >Hom(HD)，C)， 
还 可 以 证明 它 和 是 一 个 同 构 。 

如 果品 是 紧 致 集合 并 在 C 中 的 余 集 ， 前 一 章 的 对 偶 定理 给 党; 

了 一 个 同 构 

THU) = HI(C- K)— >h (Kk), 
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当下 是 一 个 有 限 点 集 {P;，…，*Pw], 这 可 以 特别 清楚 地 看 出 来 ， 因 
为 那 时 H*(K) 是 映射 族 了 :站 > 的 自由 Abel 群 ,这 个 群 由 映 
射 e， 

们 全 2 

er(P:)=0 (9 
所 生成 ;以 及 Hom(H'(K)，(C》 的 一 个 元 素 4 是 由 N 个 复数 


9, =4t{er) 确 定 的 。 现 在 给 定 @ = fdz, 其 中 了 在 口上 是 全 纯 的 ,@ 确 
定 了 B26(U) 的 一 个 元 素 ， 我 们 可 以 如 下 来 计算 e=< 了 人。 
对 于 每 个 r ，1<r<N， 有 e,E HI(K) .Hi(D) 的 元 素 F=i(e,》 
用 小 的 图 
,sz=P, +ee:"!: (Ot<1) 
作 代表 ， 这 种 图 环绕 P, 一 次 (参看 练习 14.5.》 则 


Qs -| 妇 = 和 oaz 
当然 ， 了 在 P, 处 具有 弧 立 奇异 性 ， 因 而 有 


ar =2riresn ,让 


其 中 res' ,f 表 示 了 企 P, 处 的 留 数 。 


进一步 的 发 展 

除了 上 述 内 容 对 m 维 情况 的 明显 推广 外 ,下 一 步 不 仅 是 阐述 对 
于 . Euclid 室 间 的 开 集 ， 而 且 是 对 于 波形 的 结果 。 一 种 合适 的 参 
考 文献 是 Spivak 的 书 。 它 给 出 了 Stokes 定理 的 一 般 形式 ， 从 而 
可 以 定义 - -个 推广 定理 15,3 的 映射 。 说 明 这 个 映射 是 周 构 的 正 是 
“de Rham 定 理 ! 例如 ,在 de Rham 和 Hodge 的 书 中 有 定理 的 证 明 , 后 
一 本 书 还 提供 了 关于 微分 形式 的 进一步 的 结果 ， 这 些 结果 在 这 里 
是 不 能 触及 的 。 对 于 在 复 变量 情况 的 一 般 理论 ， 可 参阅 Weil 的 
书 。 

Hodge,W.V.D.,kThe Theory and Applications of Tiarmo— 
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mic Integrals》 ,Cambridge University Press, 1941 (2nd edn,. 
1952》 。 

de Rham,G., « Variétés Différentiables» ,Hermanm 
Paris 1955。 

Spivak, M,, Calculus on Manifolds»》 , Benjamin, New 
York ,1955。 

Weil，A ., 《Introduction a 1’étude des Vartietes Kihlérile— 


mnes》 ,itermann ,Paris ,1958 。 


练习 和 问题 
1， 设 是 由 民 1 中 的 D(0,2) 内 去 掉 点 ( 土 1,0) 和 (0, 土 ]) 后 得 到 的 集合 。 通 , 
过 构造 适当 的 1- 形 式 证 明定 理 15.3 《的 映射 ) 基 到 上 的 。 
2. 对 于 1- 形 式 
$=adx1 + Gadx2 + Tdxs, 
@=bidx, + badxs + badxss 
定义 . 
$NAO= (02ba ~ Gb dxadxs + (aaby ~ aba)dxydxi,+ 《aiba 一 abi) 
dxidxi ,计算 (9 作 0)， 并 用 向 量 分 析 的 语言 加 以 解 其 ， 
3。 设 UU 是 屁 ) 中 的 单位 球体 U 《0,1) ,通过 推广 定理 15.3 的 最 后 部 分 ,证 明 课 
文中 播 述 的 喘 射 名 : (U) Hom (Ha; (U}，R) 都 自 河 构 。( 这 和 症 一 般 
依 涡 的 证 明 中 的 第 一 步 。) 
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一 致 收 化 uniform con vergence 95 
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三 画 


三 角 不 等 式 triangle inequality 1 


下 确 界 infimum 1 
上 同 谢 CohomrJogy 57， ?72 
上 确 界 supremum 1 
上 链 cochain 113 
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予 群 subgroup 26 
画 
双 射 ”Biieetive El 
开 的 “open 13 
文本 ”dominate 70 
不 巡 通 的 disconnected 46 
双 曲 线 byperbola 47 
内 部 interior 15 
内 射 、iniective map 4 
分 支 companent 65 


道路 连通 分 支 path- 8 


: 正 会 序列 


索 引 


不 相交 的 disjoint 2 
分 划 partition 46 

分 离 separation 
EA 
区 域 domain 3 


区 域 的 下 
159 


interval 2 


最 invariance of 一 


五 画 
exact sequence 33 
可 收缩 的 ”contractible 70 
可 发 的 “split 35 
对 个 定理 quality theorem 137，170 
凸 梨 .convex 49，73 
四 元 数 quaternion 74 
边界 Trontier 15 
演 缘 “perdism 168 
边缘 boundary 162 
1 边缘 1 一 166 
”边缘 映射 ~ map 166 
边缘 点 ”一 point 162 
包含 -inclusion 6 
代数 基本 定 开 ”Fundamental 
theorem of Algebra 81 


入 
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交叉 比 


Cross ratio 


奖 欣 图 厌 commutative diagram #4 


并 集 union 2 
扩张 extension 4,86,93 
有 理 逃 数 ”rational function 145 
有 办 的 ”Boundeg 3 
陆 的 “close 15 
闭 包 closure 15 
组 链 cycle 166 
1- 周 链 “ 1- 一 166 
同 纶 homotopy 70 
四 伦 扩 张 ~ extension 97 
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网 胚 “homeomorphism 3 
间 调 “homology 166 
柄 面 suzface 111,162 
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jordan 曲线 Jordan ~ 9 
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自然 性 ”naturality 133 
重 分 subdivision 131,168 


妊 维 从 fibre Bundie 149 
多项式 polynomial 81 
七 
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1 形式 1-~ 177 
投影 projective 4 
性 直 投影 orthogonal~~ 22 


球 角 投影 stereogtaphic~22 
局 部 性 质 
函 子 ”functor 64 
连通 的 cennected 46 

局 部 道路 连通 locally path ~52- 

单 连通 simply ~ 172 
连续 continuous 6 
回路 circuit 112 
领域 neighborhood 12 
化 标 ”coordinate 1 

齐 次 坐标 “hemogeneous 一 148 


loca] priperty 53 


余 complement 2 
余 信 的 分 支 complementary comp-. 
onent 
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空间 spacs 6 
宏 寻 empty set 2 
拓扑 “Topology 8 
取代 范围 cedemain 3 
限 唱 “restricticn a 
到 .映射 、suriective Va 
颖 arc 9 
有 和 ”direct sum 28. 
线 积分 line integral 176 
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指数 index 169 
树 tree 112 
图 chart 148,462 


网 象 graph 。 198 
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映射 的 定义 域 domain of~3 
恒 同 映射 ”identity 一 4 
投影 映射 ”proiective~ 4 
常 值 映射 ”constant~ 4 
覆 寺 映射 ”covering~ 84 
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留 数 residue 187 
流 形 manifold 126,161 
核 kerneil 29 
描 circle 9 
区 总 disk 3,11 
紧 致 compact 18 
秩 rank 32, 41 
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空间 的 一 ~0f spaces 11 
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射影 空间 proiective space 149 
期 壤 线 Fro:ective line 144 
离散 的 discrete 15 
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十 一 画 
族 宽 curl 185 


炸 贴 attaching 106,111,119 
球面 sphere 3 
球体 ball 11 


花 点 base pcint 146 
榜 度 grad 185 
蜀 loop 88 
十 二 画 
道路 path 49 
提升 lifting 75，86 
梢 器 ellipse 49 
散 度 div 185 
通 近 apprnximation 131 
嵌入 embedding 9 
链 chain 166 
链 同 伦 ”一 homaotopy 166 
链 映射 ”一 map 156 
链 玫 ”一 Brcup 166 
象 image 3, 27 
锋 价 ”equivalencl 5 
等 价 关 系 ~ relation 5 
等 价 类 ”一 class 5 
十 三 画 以 上 
群 group 25 
自由 Abel 群 free Abelian 一 27， 寻 
无 限 循环 群 infinite cyclic 一 27 
商 群 quotient 一 156 
拓扑 群 。 topological ~ 71 
零 伦 nullhomotopy 66 


覆 选 同 伦 性 质 covering homotopy 
Property 96 
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Abel 群 Abelian group 25 
Alexandger 对 个 一 duality124 ,137 
Alexander 引 理 ~ lemma 175 
了 Brouwer 不 动 点 定理 
point theorem 82 
Cauchy 定 理 一 theorem 165,186 
de Rham 定 理 一 theorem 182 
Dieudonne 3153 
Doyle 159 
Eilenberg 淹 别 浴 则 ~ eriterion116 
Euler 公 式 ” 一 formula 107,139 
Hawaii 丁 环 Hawaiien earring128 
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~theorem 20 
~ map 147 


Heine-Borel 定 列 
Hopf 映射 
Jordan 曲线 一 curve 9 
Jordan 定理 ~ theorem 137 
Mayer-Vietoris 序列 一 sequence 
99,167 
Monodromy 定 理 ~ theorem 88 
下 ?中 的 区 域 domain in R* 3 
Schoenflies 定 理 ”一 theorem 161 
Tietze 扩 张 定理 ”一 extension 
theorem 93 
Wada 湖 一 Jakes 128 
Weierstrass 对 -判别 法 一 M-test3 
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d(x, y) 1 
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ex: 及 >S1 75 
e:C»S:—(0, 0, 1) 
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1 4 4 
f(A) 5 
1B) 5 、 
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fxg 84 
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Hom(A, X) 26, 28 
Ho tx) 63 
HoX) 57 
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